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Kilka sté6w wstepu

Prezentowany tekst jest przeznaczony dla studentow pierwszego roku jako materiat uzu-
petiajacy podczas zaje¢ repetytoryjnych z matematyki z zakresu szkoty ponadgimna-
zjalnej. Wstepna wersja materialéw byta prezentowana podczas kursu z matematyki
dla mtodziezy ze szkét ponadgimnazjalnych przeprowadzonego w Politechnice Swieto-
krzyskiej w okresie od 24 stycznia do 4 kwietnia 2009 z inicjatywy JM Rektora prof.
Stanistawa Adamczaka oraz Pani Rektor prof. Matgorzaty Suchanskiej. Dzieki wsparciu
projektu europejskiego, kierowanego przez Panig prof. Lidie Dabek, material przybrat
obecng postac.

Materiaty maja strukture dziesieciu wyktadow. Z koniecznosci wybrano najwazniej-
sze zagadnienia. Gléwnym celem autora byto ukazanie stuchaczom dwoch zrédet wiedzy
matematycznej: przestrzennego i czasowego. Starozytni Grecy poprzez obserwacje prze-
strzeni odkrywali zwiazki geometryczne. Z kolei algebre, ktérej odkrycie zawdzieczamy
Arabom, mozna powiazaé¢ z odczuwaniem czasu (czas—mowa—napis—wyrazenie alge-
braiczne). Oba te nurty spotkaty sie i rozwinety w sredniowiecznej Europie.

Autor gorgco dziekuje prof. Arkadiuszowi Ploskiemu za ukazanie roli algebry i zna-
czenia historii w prezentacji zagadnien matematycznych, Pani Danucie Pyrek — dorad-
cy metodycznemu z Samorzadowego Osrodka Doradztwa Metodycznego i Doskonalenia
Nauczycieli w Kielcach — za korekte tekstu oraz dr Sylwii Hozejowskiej za wskazanie
mozliwosci opracowania tekstu w ramach projektu europejskiego.

O zadaniach

Zadania prezentowane podczas wyktadéw pochodza w przewazajacej czeSci ze zbioru
E. Swida, E. Kuczarb, M. Kuczarb, Matematyka — prébne arkusze maturalne — Matura
2008, 2009, Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro. Np. zadanie P-3/8, to zadanie z po-
ziomu podstawowego z arkusza 3 o numerze 8. Literka ,R” na poczatku oznacza poziom
rozszerzony. Zadanie logiczne ,torebka” (str. 7) pochodzi z ksiazki L. Pijanowskiego,
Rozkosze tamania glowy, zas$ jego rozwiazanie autorstwa Oli Malisiewicz jest zaczerp-
niete z Zeszytu 1 Seminarium Jakos$ci Ksztalcenia Matematycznego, Kielce 2007 (str.

32-33). Symbolem @ oznaczone sg ¢wiczenia pozostawione czytelnikowi.
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WYKLAD

Troche o kombinatoryce — reguta
mnozenia

W tym krotkim tekscie chcemy przedstawic kilka prostych faktoéw z kombinatoryki, ktére
sa wprowadzeniem do rachunku prawdopodobienstwa. Podstawowym narzedziem jest
tutaj tak zwana

Regula mnozenia

Daje ona szczegdlnie przejrzyste wprowadzenie do kombinatoryki. (1)

Zalozmy, ze wykonujemy sekwencyjny eksperyment. Ponumerujmy etapy 1,2,..., k.
Przyjmijmy, ze na kazdym etapie mamy pewng ustalong liczbe wyboréw ny, no, ..., ng.
W wyniku eksperymentu otrzymujemy pewien k-elementowy ciag. Pytanie brzmi: na
ile sposob6w mozemy przejs¢ przez eksperyment, lub réwnowaznie: ile réznych ciagoéw
wyboréw mozemy uzyska¢ w wyniku realizacji eksperymentu? Reguta mnozenia odpo-
wiada:

Ny XNg X+ XNy .

Przyjrzyjmy sie jej dziataniu.
Zadanie 1. Ile jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach?

Zadanie wydaje si¢ pracochtonne. Liczby trzycyfrowe to 100, 101, ...,999. Odejmujac
od kazdej z nich 99 przekonujemy sie, ze jest ich 900. Ale jak uwzgledni¢ wszystkie
powtorzenia cyfr?

7, pomoca przychodzi nam reguta mnozenia. Wyobrazmy sobie proces budowania
takiej liczby, jako proces wybierania cyfr poczawszy od pierwszej. W pierwszym kro-
ku mamy do wyboru dziewie¢ cyfr: 1,2,...,9, gdyz zero nie moze by¢ na poczatku.
W drugim kroku dopuszczamy juz wszystkie cyfry: 0,1,...,9, ale nie mozemy powto-
rzy¢ cyfry wybranej w pierwszym kroku. Z kolei w trzecim kroku bierzemy pod uwage

() M. Zakrzewski, T. Zak, Kombinatoryka, prawdopodobieristwo i zdrowy rozsqgdek, Quadrivium, Wro-
ctaw 1998.
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cyfry 0,1,...,9, ale musimy poming¢ dwie cyfry, ktére wybraliémy w dwoch pierwszych
krokach. Ostatecznie mamy

9 x 9 x 8 = 648 wyborow

i tyle jest whasnie liczb trzycyfrowych o roznych cyfrach. Ponizej na rysunku rozumowanie
zilustrowane jest za pomoca ,workow z mozliwosciami wyboru”.

cyfry
0,1,2,...,9
bez dwoch cyfr

wczesniej] w

9 X 9 X 8

Mozemy tez w analogiczny sposob obliczy¢, ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych.
Pierwsza cyfre wybieramy na 9 sposobéw (bo opuszczamy zero), a potem druga i trzecia
cyfre wybieramy na 10 sposobéw. Otrzymujemy, jak wczesniej, 9 x 10 x 10 = 900.

Zadanie 2. Na ile sposobéw moze przebiegaé eksperyment:
(a) pieciu rzutéw moneta? Mamy

2X2x2x2x2=2%=32sposoby;

(b) dwbch rzutéw kostka? Mamy

6 x 6 = 62 = 36 sposobow.

Zadanie 3. Na ile sposobow mozna ustawi¢ pie¢ osdb w kolejce?

Pierwsza osobe wybieramy sposréd pieciu, druga sposrod czterech itd. Na koncu zostanie
jedna osoba. Liczba sposobéw wynosi

DX4x3Ix2x1=120.



Uwaga 4. Tradycyjnie uzywa sie symbolu n! (,n silnia”) dla oznaczenia iloczynu kolej-
nych liczb naturalnych od 1 do n. Mamy

nl=1-2-3-...-n

Czyli 1! =1, 2! =2, 3l =6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040 itd. Przyjmujemy
z definicji, ze 0! = 1.

Zadanie 5. W urnie jest 5 kul. Losujemy kolejno trzy. Na ile sposobéw moze przebiegac
eksperyment?

(a) Ze zwracaniem mamy

5 x5 x5 =5 =125 sposob6w.

(b) Bez zwracania mamy
5 x 4 x 3 = 60 sposobow.

Komentarz 6. We wszystkich dotychczasowych przyktadach istotna byta kolejnosé do-
konywanych wyboréw. Ponumerujmy kule w ostatnim zadaniu 5(b): 1,2, 3, 4, 5. Sekwen-
cja wylosowanych kul (1, 2, 3) r6zni sie istotnie na przyktad od sekwencji (1, 3, 2) i kazda z
nich osobno wchodzi do otrzymanej liczby 60. Dla podkreslenia, ze kolejnosé jest istotna,
uzywamy nawiasu okragtego.

Mozemy w takim razie zada¢ pytanie: na ile réozZnych sposobow mozina wylosowac
trzy kule sposrod pieciu, gdy nie ma dla nas znaczenia kolejnosé ich losowania? Pytamy
w tym przypadku o liczbe wszystkich trzyelementowych zestawéw (podzbioréw). Zeby
odpowiedzie¢ na to pytanie, zastanéwmy si¢ na ile roznych sposobéw moze by¢ wycia-
gniety z urny ten sam zestaw kul, powiedzmy 1,2,3 ? Mamy tutaj szes¢ réznych ciggdw
prowadzacych do tego zestawu:

(1,2,3); (1,3,2); (2,1,3); (2,3,1); (3,1,2); (3,2,1).

Skad sie wzieta liczba 67 Oczywiscie jest to ustawianie w kolejce, czyli 3! (Zadanie 3 oraz
Uwaga 4). Poniewaz ta obserwacja uogélnia sie na kazdy zestaw, wiec liczba wszystkich
zestawow bedzie sze$é¢ razy mniejsza od liczby sposobow przebiegu doswiadczenia, w kto-
rym losujemy kule kolejno. Mamy zatem 60/6 = 10 réznych trzyelementowych zestawow
(podzbioréw) w zbiorze piecioelementowym.

Spoéjrzmy na wszystkie 60 sposobéw przebiegu eksperymentu. W kazdym z dziesieciu
wierszy mamy po szes¢ ciggow realizujacych ten sam zestaw.

(1,2,3); (1,3,2); (2,1,3) (2,3,1);
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Zwroémy uwage, ze gdy chcemy wypisa¢ 10 interesujacych nas zestawow, wystarczy
z kazdego wiersza wybraé¢ po jednym, na przykiad ten, w ktérym numery kul sg usta-
wione rosnaco (pierwsza kolumna).

Podsumujmy. Otrzymana liczbe 10 mozemy zapisaé¢ jako

5-4-3
1-2-3°

Uog6lnijmy teraz poprzednie rozumowanie na przypadek, gdy w urnie jest n kul i lo-
sujemy bez zwracania k kul. W tym przypadku liczba k-elementowych zestawéw (pod-
zbioréw) wyniesie

n(n—1)-mn-2)...(n—k+1)

-2 - 3 .. k

Liczbe te oznaczamy Z) i nazywamy symbolem Newtona. Mnozac licznik i mianownik

ny\ n!

k) Kl(n—k)!"
n n!

(o) =0

Jest to wzor na liczbe zero-elementowych podzbioréw. Podzbidr taki jest tylko jeden —
zbiér pusty (oznaczamy go &).

przez (n — k)! otrzymamy

Zauwazmy, ze

@ Wtasnosé 7.

@ ()= ()
v () ()= (i)

Uwaga 8. Ponizszy uktad liczb



nazywany jest tréjkgtem Pascala. (*) Po rozpisaniu mamy

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1
k * * * * * *

Wiasnosc¢ 7(a) oznacza symetrie trojkata Pascala, zas 7(b) oznacza, ze kazda liczba rézna
od jeden, stojaca w trojkacie Pascala, jest sumg dwoch sgsiednich liczb stojacych nad
nia.

Zadanie 9. Udowodnij, ze suma wyrazoéw stojacych w n-tym wierszu trojkata Pascala
wynosi 2™.

Rozwigzanie. Oczywiscie suma n—tego wiersza w trojkacie Pascala jest rowna liczbie
wszystkich podzbioréw zbioru n—elementowego. Wystarczy zatem pokazac¢, ze liczba
tych podzbioréw wynosi 2". Wyjasnimy to na przyktadzie. Wypiszmy wszystkie pod-
zbiory zbioru trzyelementowego {a,b,c}. (3) Mamy tutaj trzy podzbiory jednoelemen-
towe {a}, {b}, {c}, trzy podzbiory dwuelementowe {a,b}, {b,c}, {a,c}, jeden pozbior
trzyelementowy, rowny catemu zbiorowi, oraz podzbidr zeroelementowy — zbiér pusty.
Dla kazdego podzbioru budujemy ciag zer i jedynek w ten sposob, ze przyporzadkowu-
jemy elementowi jedynke, gdy element wystepuje on w podzbiorze i zero w przeciwnym
przypadku. Taki cigg nazywamy funkcjg charakterystyczna podzbioru.

] funkcja char.
podzbior b c
{a}
{0}
{c}
{a, b}
{b, ¢}
{a, c}
{a,b,c}
%)

O R O R, OORQ
O LR O, PR, OO
O R = =) OFk OO

Podzbioréw jest tyle, co funkcji charakterystycznych, tych zas jest tyle, co ciagdéw zero-
jedynkowych o dtugosci n, czyli zgodnie z reguta mnozenia

2X2x o x2=2".
n fz;zy
(?) Blaise Pascal (1623-1662) - francuski filozof, fizyk, matematyk i pisarz.

(3) Nawias szeécienny ,,{}” — w odréznieniu od nawiasu okraglego — oznacza, ze kolejno$é elementéw
nie gra roli (zbidr).
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Komentarz. Ciagi otrzymywane w wyniku ustawiania w kolejce (przestawienia) zbioru
n-elementowego nazywamy permutacjami. Jest ich n! (Zadanie 3). Ciagi k-elementowe
wybierane ze zbioru n-elementowego bez zwracania nazywamy wariacjamsi bez powtorzen.
Jestich n-(n—1)-(n—2)-(n—k+1) = n!/(n—k)! (Zadanie 5(b)). Z kolei, gdy losujemy ze
zwracaniem, to ciagi nazywamy wariacjami z powtérzeniami. Jest ichn xn x --- xXn =

~"

k
n*. (Zadanie 2 i 5(b)). I wreszcie k-elementowe zestawy (podzbiory) wybrane ze zbioru

n
k

n-elementowego (Komentarz 6), nazywamy kombinacjami. Jest ich



WYKLAD 2

Dwa wazne impulsy w rozwoju
matematyki

Impulsy, o ktorych mowa w tytule, to odkrycie niewymiernosci oraz wzajemne oddzia-
tywanie geometrii i algebry. Zaczniemy od zadania logicznego.

2.1 Zadanie logiczne jako przyklad Scistego
rozumowania

Warto podkresli¢, ze kazde rozwigzanie zadania logicznego jest w istocie dowodem. Lo-
gika, podobnie jak geometria, w sposoéb naturalny otwiera mtodziez na rozumowanie
matematyczne.

Zadanie (Torebka). (1)

I Na przystanku w kolejce do autobusu stato sze$¢ pan. Jedna z nich miata pigkna
torebke z prawdziwej krokodylej skéry i na niej srebrny monogram: jedna tylko
litere. Byta to pierwsza litera jej imienia i jednoczesnie jej nazwiska.

IT Jedna z pan w kolejce, pani Abacka, szyje sobie sukienki u tej samej krawcowej,
co pani Barbara.

IIT Pani Ebacka stata w kolejce miedzy pania Anna a panig Cebacka.
IV Pani Celina i pani Cabacka staty w kolejce najdalej od siebie.

V Pani Anna pracuje w tym samym biurze, co maz pani Babackiej.
VI Pani Barbara stata w kolejce pierwsza.

VII Ani pani Czestawa, ani pani Danuta nie nazywaja sie Abacka.

(1) L. Pijanowski, Rozkosze Lamania Glowy, PW ,Iskry”, Warszawa 1976.

7
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VIII Pani Dabacka stata w kolejce miedzy pania Ewg a pania Babacka.
IX Pani Cebacka stata w kolejce obok pani Barbary.
X Pani Danuta nie stata przedostatnia.

Prosze poda¢ imiona, nazwiska i kolejnos¢ wszystkich pan, ktore staly w kolejce do
autobusu oraz odpowiedzie¢ na pytanie: ktéra z nich ma torebke z prawdziwej krokodylej
skory?

Rozwigzanie (Aleksandra Malisiewicz). (?) Przede wszystkim zwr6émy uwage, ze sa dwie
panie o podobnie brzmiacych nazwiskach: pani Cabacka i pani Cebacka. Pani Celina nie
nazywa sie Cabacka (IV), a skoro te panie staly najdalej od siebie to jedna z nich byta
pierwsza a druga ostatnia. Zgodnie z punktem VI pani Barbara stata w kolejce pierwsza,
wiec nazywa si¢ Cabacka, a pani Celina stata ostatnia. Pani Cebacka, wedtug punktu
IX, stata obok pani Barbary, a obok pani Cebackiej (zgodnie z punktem III) stata pani
Ebacka i za nia pani Anna. Otrzymujemy sytuacje przedstawiona w tabeli:

imie nazwisko
Barbara | Cabacka
Cebacka
Ebacka
Anna
Celina

Teraz skorzystamy z punktu VIII. Poniewaz pani Dabacka stata pomiedzy dwoma pa-
niami, wiec mogta sta¢ tylko jako czwarta lub piata. Gdyby stala na pozycji piatej, to
zgodnie z punktem VIII jedna z jej sasiadek miataby na imi¢ Ewa, co jest niemozliwe.
Zatem pani Dabacka stoi na pozycji czwartej: przed nig — pani Ewa i za nig — pani
Babacka. Ustawienie pan wygladato tak:

imie nazwisko
Barbara | Cabacka
Cebacka
Ewa Ebacka
Anna Dabacka
Babacka
Celina

Zatem pani Dabacka ma na imie Anna, a pani Ebacka — Ewa. W punkcie X zawarto
wskazowke, ze pani Danuta nie stata przedostatnia, wiec nazywa sie¢ Cebacka. Skoro tak,
to pani Babacka ma na imie Czestawa, a pani Celina nazywa sie Abacka.

(?) Seminarium Jakosci Ksztalcenia Matematycznego, Zeszyt 1, Kielce 2007, str. 32-33.



2.2. DOWOD NIEWYMIERNOSCI /2

imie nazwisko
Barbara | Cabacka
Danuta | Cebacka
Ewa Ebacka
Anna Dabacka
Czestawa | Babacka
Celina Abacka

Torebka z krokodylej skory miata jako monogram tylko jedna litere, wiec nalezata do

Ewy Ebackiej.

Uwaga. Z informacji zawartej w punktach II, V i VII prawie nie korzystaliSmy. Potrzeb-
ne one sa tylko do wprowadzenia pani Czestawy i pani Abackiej. Zatem mozna opusci¢
punkty IIi V zostawiajac tylko VII.

2.2 Dowéd niewymiernosci v/2

Sztuke rozumowania wykorzystamy w dowodzie niewymiernosci liczby /2. Wiemy, ze
kazda liczbe catkowita dodatniag mozna jednoznacznie roztozy¢ na czynniki pierwsze.
Kazdej takiej liczbie mozna jednoznacznie przyporzadkowac ilos¢ dwodjek w tym rozkta-

dzie:

liczba rozktad liczba dwojek
10 2-5 1

100 2-5-2-5 2

91 7-13 0

8 2-2-2 3

n 2:2-...-2.. k

k
n* |2 2:2-2-...-2.. 2k
k

Whiosek. Kwadrat liczby catkowitej dodatniej ma zawsze parzysta ilos¢ dwojek w roz-

ktadzie na czynniki pierwsze.

Fakt. v/2 nie jest liczba wymierna.

Dowéd. Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze /2 jest liczbg wymierng. Wéwczas istniatyby
liczby catkowite dodatnie p, q takie, ze

NG

p
q

Podnoszac obustronnie do kwadratu i przenoszac ¢ na lewa strone otrzymujemy
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Po lewej stronie mamy parzysta liczbe dwojek w ¢? oraz jeszcze jedng dwojke, czyli liczba
dwdjek w rozktadzie na czynniki lewej strony jest nieparzysta. Po prawej stronie liczba
dwojek jest parzysta. Zatem lewa strona nie moze by¢ réwna prawej. Otrzymalismy
sprzecznoéé. Zatem /2 nie moze by¢ liczba wymierna.

2.3 Uwaga historyczna

Dowéd niewymiernosci v/2 wywotat ponad dwa tysigce lat temu powazny kryzys w
pitagorejskiej szkole filozoficznej. Starozytni Grecy mieli niezwykty okres swojej historii,
ktory rozpoczyna sie okoto V' IT w. przed Chrystusem i trwa do okoto I wieku. W okresie
tym w Grecji bardzo intensywnie rozwijata sie filozofia, co byto pewnym ewenementem
kulturowym. Filozofowie greccy poszukiwali tzw. prazasady bytu, czyli méwigc prosto,
zastanawiali sie skad sie wszystko wzieto? Albo: co jest Zrodtem bytu? Rézni filozofowie
formutowali rozne odpowiedzi na to pytanie.

Anaksymander (bezkres, nieskonczonosc)
Anaksymenes  (powietrze)

Tales (woda)

Heraklit (ogien)

Anaksagoras (,duch”)

Demokryt (atomy)

Pitagorejczycy  (liczba)

Podajemy tutaj tylko kilka uproszczonych faktow. Zainteresowanych odsytamy do Histo-
rii Filozofii W. Tatarkiewicza. Anaksymander uwazal, ze prazasada bytu jest bezkres
(nieskoniczono$¢). Z punktu widzenia dzisiejszej wiedzy mial wiele racji; bez nieskon-
czono$ci trudno jest rozwija¢ matematyke. Anaksymenes, Tales i Heraklit wskazy-
wali na podstawowe zywioty, odpowiednio: powietrze, wode i ogien. Dwoch pierwszych
zapewne obserwowalo zyciodajna role powietrza i wody; takze wystepowanie w wielu
postaciach. Z kolei Heraklit, dostrzegajac role ognia, w jakims sensie odgadt to, co
wiemy dzisiaj, ze wszystkie pierwiastki ciezsze od wodoru ,wypalily sie” we wnetrzach
gwiazd. Kazdy atom naszego ciala byt kiedy$ we wnetrzu jakiegos stonca. Anaksago-
ras, dostrzegajac ,ducha” jako prazasade bytu, budowat fundamenty teologii. Demo-
kryt odgad? istnienie atomow, jako drobin, z ktérych zbudowana jest materia. Bardzo
ciekawa koncepcje zaproponowali pitagorejczycy (przez skromnosé wszystkie swoje od-
krycia przypisywali zatozycielowi szkoly filozoficznej — Pitagorasows). Uwazali oni, ze
prazasada bytu jest ,liczba”.

Dla pitagorejczykow liczby byly tym, czym dzisiaj dla nas sa utamki liczb catko-
witych. Uczniowie szkoty pitagorejskiej nazywali stosunki nieduzych liczb catkowitych
harmoniami. Harmonii poszukiwali w otaczajacej ich rzeczywistosci. Potwierdzenie swo-
ich idei odnalezli w muzyce. Proporcja czestotliwosci 2 : 1, to oktawa, 3 : 2 kwinta, 4 : 3
kwarta, itp. Za harmonie okregu (czyli proporcje obwodu i jego érednicy) uwazali liczbe

2—72 — 3,142857 . ..
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Jak niewiele ta liczba rozni sie od znanej nam dzisiaj liczby
m=3,141592. ..

Odkrycie, ze proporcja przekatnej kwadratu i jego boku nie jest harmonia (niewymier-
nosé v/2!), oznaczato upadek calej koncepcii filozoficznej pitagorejczykéw. Legenda gtosi,
ze fakt ten dtugo utrzymywano w tajemnicy, a pierwszy, kto zdradzit — zginal! Legenda
ta oddaje dramaturgie tamtych odkry¢. Pitagorejczycy podzielili sie na dwa odtamy:
akuzmatykow kontemplujacych odkryta sprzecznosé oraz matematykow, ktorzy przebu-
dowali pojecie liczby (najwybitniejszym byl Eudoksos). Liczba przestata by¢ proporcja
liczb catkowitych, a stata si¢ proporcja dowolnych odcinkéw. Mozna powiedzie¢, ze od
tamtych wydarzen matematyka wyodrebnita sie z filozofii. P6zniej najwspanialsze odkry-
cia starozytnej matematyki greckiej zostaly uporzadkowane i wzbogacone przez Euklide-
sa w jego stynnym dziele Elementy, ktore byto podrecznikiem geometrii do konca X 1.X
wieku (jest to druga po Biblii ksiega cywilizacji ludzkiej pod wzgledem poczytnosci).

Wracajac jeszcze do koncepcji pitagorejskiej ,liczby” jako prazasady bytu, zauwazmy
jak bardzo ta koncepcja zostalta dzisiaj rozwinieta w stopniu, ktorego jej tworcy nawet
nie podejrzewali. Wspoétczesna fizyka i matematyka modelujg wiekszo$¢ znanych zjawisk
z niezwykta precyzja. Modelowanie zjawisk z wykorzystaniem komputeréow jest funda-
mentem wspoélczesnej inzynierii. Ciagle jednak, szczegdlnie w zakresie fizyki wszech$wia-
ta rozpatrywanego jako catos¢, napotykamy na nieodgadnione tajemnice.

2.4 Wzajemne oddzialywanie geometrii i algebry

O ile Grekom zawdzieczamy rozwéj geometrii, to odkrycie algebry zawdzieczamy Ara-
bom. Stowa ,algebra”, jalgorytm” pochodza z jezyka arabskiego. Nalezy podkresli¢, ze
Grecy nie przeksztaltcali wyrazen. Zamieszczali rysunki, zas rozumowania przeprowadza-
li za pomocy stéw. Arabowie jako pierwsi zaczeli przeksztatcaé¢ wyrazenia zapisane za
pomoca liter.

Zastanowmy sie, ktére pojecia matematyczne maja swoje zrédto w geometrii, a ktore
wywodza sie z algebry. Geometria jest zwigzana z postrzeganiem przestrzeni, zas algebra
bardziej zalezy od czasu:

czas — mowa — jezyk — litery — wyrazenia

GEOMETRIA ALGEBRA

figury napisy
zbiory wyrazenia
pojecie miejsca dziatania na wyrazeniach

dazenie do granicy wtasnosci dziatan

Mozna powiedzie¢, ze matematyka rozwijata si¢ dzigki wzajemnemu oddziatywaniu geo-
metrii i algebry. Dziedzine majaca swoje zrodto w geometrii, nazywamy dzisiaj analizg
matematyczng.
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Przyktad. Roznice pomiedzy spojrzeniem geometrycznym (analitycznym) oraz alge-
braicznym mozna wyttumaczyé¢ na przykladzie v/2. Sam symbol (napis) v/2 przynalezy

do algebry. Oznacza on liczbe, ktora podniesiona do kwadratu daje 2.

W konwencji analitycznej symbolowi temu
przypisujemy ,miejsce” na osi liczbowej,
ktore oznaczamy za pomocg nieskonczone-
go utamka dziesietnego

1,4142135 . ..

0 I

Algebraiczne spojrzenie na /2 polega na tym, ze nigdy nie zastepujemy go przybli-
zeniem dziesietnym, ale korzystamy tylko z wtasnosci (v/2)? = 2. Podejécie to stosujemy
usuwajac niewymierno$¢ z mianownika:

1 12 V2 1 1-(V2+1) _ﬁ+1:\[

= 2+ 1.

V2 V22 2 V-1 (V2-1D(W24L) 1

Mamy tutaj niezwykte twierdzenie, ktére przynalezy do algebry, ze kazdg dowolnie skom-
plikowana niewymierno$¢ mozna zawsze usunaé z mianownika. (%)

1 B 1+v2-3
1+vV2+v3  (1+vV2+V3)(1+V2-V3)
1+v2-v3  14V2-V3 V24246

1+v2)2-3  2v2 1

W utamku tym jest ukryte pojecie granicy.

IR Vi+{2+1 _ AsVRrL ;
oa o myrooy B o A S C

Uwaga. Historycznie patrzac usuwanie niewymiernosci z mianownika mialo pierwszo-
rzedne znaczenie wtedy, gdy obliczenia wykonywano recznie. Dzisiaj usuwanie niewy-
miernosci z mianownika posiada raczej walor estetyczny i edukacyjny.

Wrécimy jeszcze do algebraicznego spojrzenia na v/2. Warto zdawaé sobie sprawe,
ze przypisanie ,miejsca” temu symbolowi jest kwestia umowy miedzy ludZmi. Przede
wszystkim uméwilismy sie, ze /2 jest liczba dodatnia zaznaczajac go na osi liczbowej
na prawo od zera. Mozna sobie wyobrazié sytuacje, w ktérej symbolowi v/2 przypisujemy
inne ,miejsce”. Usuwajac niewymiernosé¢ z mianownika w drugim przyktadzie, w istocie
wykorzystywaliémy dziatania na liczbach postaci a + bv/2, gdzie a i b sa wymierne. Na
liczbach takich mozemy wykonywacé cztery dziatania, ciggle otrzymujac jako wynik liczby
tej samej postaci. Czasami wykonalne jest pierwiastkowanie.

(3) Chodzi tutaj o niewymierno$é zapisang z uzyciem pierwiastkéw. Jakub Borkowski zwrécit mi
uwage, ze twierdzenie to nie dotyczy np. liczby .
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A
________ - a+0v2 _ Liczby te maja charakter ,dwuwymiarowy”.
a,b wymierne Dla symbolu v/2 obieramy nowg o$. Podej-

|
V24 : Scie to zastosowano przy konstrukcji tzw.
! liczb zespolonych. (*)

\]

— e

2.5 Geometryzacja algebry: opis figur za pomoca
rownan

Dzieki kartezjanskiemu uktadowi wspotrzednych mozemy opisywaé figury geometryczne
za pomocg rownan, albo odwrotnie: wychodzac od dowolnego réwnania zaleznego od
zmiennych ,x” i ,y”, mozemy pytaé jakie figury odpowiadaja tym rownaniom. Wezmy
dla przyktadu cztery réwnania:

(a) z+y=1 (c) 2 +y*=1
(b) 2* —y*=0 (d) y* = 2*(1 - 2?)

W kazdym przypadku figura sktada sie ze wszystkich punktéw (z,y), ktére spelniaja
dane réwnanie. Pierwsze trzy figury sa dobrze znane, czwarta, zwana ,krzywa Lissajous
1 : 2”7 przedstawia sobg symbol nieskonczonosci.

\\A A 2 —y?=0
0N (z—y)(z+y) =

(—1,0) (—1,0){ ; E )
(1,0) (1,0)

y?=a2*(1—a?)
?—22+at=0

(*) Zaproponowano liczbe i, zwana jednostka urojona, ktérej kwadrat wynosi —1. Liczbe te traktowano
algebraicznie jako napis speliajacy warunek i2 = —1. Poniewaz na osi liczbowej nie ma liczby o tej
wlasnosci, zaproponowano jej ,miejsce” poza osig liczbowa, dokladnie nad zerem.
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Za pomoca rownania
Ar+ By+C=0
mozna opisa¢ dowolng prosta na plaszczyznie (A, B,C sa liczbami, A, B nie sa jedno-
czes$nie zerami).
Rozwazymy teraz uktad ztozony z dwoch réwnan. Interesuje nas rozwigzanie uktadu,
czyli punkty wspolne obu figur opisywanych za pomoca tych réwnan.

@ Zadanie. Ile rozwigzan moze mie¢ uktad réwnan?

$2+y2:1 y2:$21—l‘2
(a) B (b) \ 1
Az +By+C=0 Az +By+C=0

2.6 Algebraizacja geometrii

Chyba najpiekniejszym przyktadem tego trendu sa wektory. Wektory sa obiektami geo-
metrycznymi: sa to odcinki z ustalonym ,zwrotem”, oznaczonym strzatks. Dwa wektory
uwazamy za rowne jesli sg do siebie rownolegle, maja ta sama dtugos¢ oraz jednakowe
zwroty. Wektory mozemy dodawaé¢ i mnozy¢ przez liczbe

2w

1

dodawanie wektorow dodawanie wektorow

metoda réwnolegtoboku  metoda trojkata mnozenie wektora przez

liczbe: wydltuzanie, skra-
canie, zmiana zwrotu

Dzieki wektorom mozemy precyzyjnie wprowadzi¢ pojecie uktadu wspoétrzednych (wy-

ktad 6).



WYKLAD 3

O geometrii analitycznej: opis figur
wzorami

Podczas tego wyktadu chcemy rozwigzac kilka zadan wykorzystujacych pojecie odlegtosci
w uktadzie wspotrzednych. Wezesniej omowimy odlegtosé punktow na osi liczbowej.
Zaczynamy od ¢wiczenia na rozumienie symbolu funkcji.

3.1 Co oznaczaja symbole f(x) oraz F(x,y)?

Zadanie (Cwiczenie na rozumienie symbolu funkeji). Dane sg funkcje f(z) = 22 oraz

g(z) = x + 1. Jak zinterpretowa¢ ponizsze wyrazenia?

flg(x)) = g9(f(x)) = f(f(@)) = 9(g9(x)) =

Oméwienie. Na zapis f(z) = 2% patrzymy tutaj jak na zapis czynnosci. Umawiamy sie,
ze symbol f, obejmujgcy nawiasem symbol z, odpowiada poleceniu ,wez x i podnies go
do kwadratu”. Polecenie to obejmuje zawarto$¢ nawiasu. Mozemy to zapisaé jako

0-0

Jezeli w okienku pojawi sie jaki$ symbol, to zostanie on podniesiony do kwadratu. Np.
f(c) =% fla+0b) = (a+b)? Natomiast funkcja g oznacza w zadaniu powigkszanie o

jeden:
g( )z +1.

Zatem g(c) = c+1 oraz g(a+b) = a+ b+ 1. Jezeli symbole zagniezdzaja sie, tak jak np.
w wyrazeniu f(g(z)), to zaczynajac od wewnatrz: bierzemy z, powiekszamy o jeden, a
nastepnie podnosimy do kwadratu:

flg(@)) = flz +1) = (z+ 1),

15
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Zaczynajac od zewnatrz: podnosimy do kwadratu g(x), a nastepnie zastepujemy g(x)
przez x + 1:

flg(@)) = g(@)]* = (z +1)*.
Zadanie. Niech teraz F(x,y) = zy + = + y. Jak zinterpretowaé ponizsze wyrazenia?
F(x, F(y, 2)) = F(F(z,y),2) =

Omdwienie. Wyrazenie F(z,y) zawiera dwie zmienne. Symbol F' oznacza pewne ope-
racje matematyczne wykonywane na zmiennych z i y. Rola kazdej zmiennej jest inna.
Nawigzujac do podejscia zastosowanego w poprzednim zadaniu mozemy napisac:

F( Q): O+ ]+

Czyli zawartosci obu zmiennych mnozymy przez siebie i dodajemy je do wyniku mnoze-
nia. Np.

F(a,b+c¢)=alb+c)+a+(b+c)=ab+ac+a+b+c.
Albo
Pz, Fy,z)) = - Fy,2) + © + F(y, 2)
=r(yz+y+z2)+r+(yz+y+2)
=xyz +xy+rz+r+yz+y-+=z
=xyz +xy+yzt+rz+r+y+=z
=(z+1)y+(=z+1)—1.

a4

3.2 Wartosé bezwzgledna liczby — odlegtosé
punktéw na osi liczbowej

Wartosé bezwzgledng liczby x mozemy zdefiniowaé jako

€Tl =
—x, gdy z < 0.

Mamy | —3| = —(—3) = 3, |5| = 5, |0] = 0. Warto$¢ bezwzgledna mozemy interpretowaé
jako odlegtosé¢ liczby x od 0 na osi liczbowej. (1)

||

\J

(1) W konwencji geometrycznej (analitycznej) utozsamiamy liczby z ich miejscem na osi liczbowe;.
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\]

Jezeli a,b sa liczbami na osi liczbowej, to ich odleglosé mozemy obliczy¢ jako |a — b).

ja — 0]

Jezeli a < b, to odlegtos¢ ta jest réwna

la —bl=—(a—b)=b—a

\J

3.3 Pies i kot Zarzyckiego

Humorystyczng metode rozwiazywania nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng udato sie
podpatrzy¢ kilka lat temu w programie Manna i Materny. Gosciem programu byt Pan
Wojciech Zarzycki, niekonwencjonalny nauczyciel matematyki ze Staszowa (studiowal na
UW). Obserwujac podworko swojego sasiada dokonal obserwacji, ze pies wydeptat wokot
budy teren zdeterminowany dtugoscia tancucha. Rozwazmy na przyktad nieréwnosé typu
,pies”

|z — 5] <2

Jezeli bude ustawimy w punkcie 5, a dtugos$¢ tancucha wynosi 2 i pies znajduje sie
w punkcie z, to nierownos¢ wyraza fakt, ze odlegtos¢ psa od budy jest zawsze mniejsza
od dlugosci tancucha. Nierownosé opisuje zatem teren psa, czyli przedziat od 3 do 7.
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2o 3 I 5 06 7 8

I wtedy Mann pyta: ,co z tym kotem?”. Otdz kot trzyma sie zasady, ze jego odlegtosé
od psa musi by¢ zawsze wicksza od dtugosci tancucha, czyli w naszym przyktadzie jego
teren jest opisany nier6wnoscia

|z — 5] > 2,

\]

czyli sa to dwa przedzialy od —oo do 31 od 7 do +o0.

Zanim przejdziemy do odlegtosci punktéw na ptaszczyznie, udowodnimy metoda
grecka (bez przeksztatcania wyrazen)

3.4 Twierdzenie Pitagorasa

Suma pol kwadratow zbudowanych na przy-
prostokgtnych tréjkgta prostokgtnego jest
rowna polu kwadratu zbudowanego na prze-
ciwprostokgtnes. Py

P,

Dowad. 7 kwadratu P3 oraz czterech trojkatow budujemy kwadrat, ktorego bokiem jest
suma przyprostokatnych (lewy rysunek).
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P

Taki sam kwadrat mozemy uzyska¢ z kwadratéw Ps, Ps oraz czterech trojkatow (prawy
rysunek). Odejmujac ,od réwnego réwne” otrzymujemy

Ps=P + P

3.5 Wyprowadzenie wzoru na odleglo$é¢ punktéow
na ptaszczyznie

A

3(1’2, 3/2)
Y2 ;\
>|y1 - yz‘
n J

\]

| 2

d? = |z — $2|2 +ly1 — ¥
d* = (x1 — $2)2 + (y1 — ?/2)2

d=/(z1—22)> + (y1 — y2)?

Kolejnosé odejmowania liczb w nawiasach nie ma znaczenia.
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3.6 Zastosowania: ré6wnanie okregu, symetralna

odcinka
Zadanie. Znajdz rownanie okregu o $rodku (2,0) i promieniu r = 2.
////— ~\\\\ (z,y) . . . .
/// . Ro/zwzgzame. N a, ?krggu leza wszystkie punkty (z,y),
, 5 \ ktorych odleglto$¢ od punktu (2,0) wynosi r = 2.
/ \ Zatem punkt (z,y) spelnia warunek
I
1 ! 2 2 2
I —2 —0)*=r"=4
a0 | (=20 + (y =0 =r
\
\ )/ skad
\ //
\\\ et 2 —dr+4+9yP =4, 2 +y° =4a.

Rl ——

Zadanie (P-3/8). Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koricach

A(—=2,-3) i B(10,3)

Rozwigzanie. Na symetralnej odcinka AB lezy kazdy
punkt (z,y), ktory jest jednakowo oddalony od kon-
cow. Rownosé odlegtosci jest réwnowazna réwnosci
ich kwadratéw A(=2,-3)

(z+2)2+ (y+3)°=(z— 10>+ (y — 3)°
2+ +4+9y°+6y+9=2a>—202x+ 100+ y* — 6y + 9
24x + 12y — 96 =0
2r+y—8=0 rownanie ogolne prostej

y=—2x+8 roOwnanie kierunkowe proste;j

3.6.1 Lekcja zwijania wyrazenia z 22 iz z

JZwin”

2 +2x+1=(z+1)>

2 —6xr+9= (v —3)?
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P?+4r+5=(2*+2-2z+4)+1=(z+2)>*+1

?+r+1=(2+2 1x+1)+§— T4 = 2+
B 27 40 4

1 1
2x2+x+1:2[:p2+§x+§} =2

2 +12+7—2 +12+7
Ty 6] “\"T1

Przyklad. ZnajdZ $rodek i promient okregu o réwnaniu a2 + y? = y.

o |

Rozwigzanie.

x2+y2_y:0

o 1yl 0
i —_ — —_ = =
Y3 1

1\* /1)
—0)? ) ==
) 1 o 1
Odp. Srodek (O, 5), promiefi 7 = o

Zadanie (R-2/1). Dane sa punkty A(3,0) i B(—3,0). Wyznacz réwnanie krzywej utwo-
rzonej przez wszystkie punkty ptaszczyzny, ktérych odlegltosé od punktu A jest 2 razy
wieksza od odlegtosci od punktu B. Jakg figure opisuje krzywa?
Rozwigzanie. Chcemy wyznaczy¢ wszystkie punkty P(x,y) takie, ze

|PA| = 2|PB|
Podnoszac (réwnowaznie) do kwadratu otrzymujemy

|PA|* = 4|PB|?

(x—3)*+ (y — 0)? = 4(x +3)* + 4(y — 0)?

22 — 62 + 9+ y% = 42 + 242 + 36 + 4y
—32% —3y* — 302 —27=0
24+ P+ 100 +9=0
(x4+5)2-254+9+y*=0
(x+5)72+y*=16
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Odp. Figura opisana przez podany warunek jest okrag o §rodku (—5,0) i promieniu
r=4.

3.6.2 Przyktad nawigzujacy do rachunku
prawdopodobienstwa

Zadanie (R-3/5). Zbiér X sktada sie z catkowitych rozwiazan nieréwnosci |z + 4| < 2.

Ze zbioru X losujemy dwa razy (bez zwracania) po jednej liczbie. Oznaczmy te liczby

w kolejnosci losowania, a oraz b. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A — para liczb
(a,b) jest rozwiazaniem nieréwnosci x —y — 2 < 0.

Rozwigzanie. Mamy X = {—6, -5, —4, -3, —2}

\J

W uktadzie rysujemy zbiér par odpowiadajacych losowaniom opuszczajac punkty lezace
na prostej y = x (bo losowanie bez zwracania). Nieréwnosé z zadania jest réwnowazna
nieréwnosci y > r — 2.
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14 7
Z rysunku odczytujemy, ze P(A) = 5010 0,7.



WYKLAD 4

Troche geometrii bez uktadu
wspotrzednych

W dzisiejszym wyktadzie chcemy nawiaza¢ do metody Fuklidesa, ktory ponad 2 tysiace
lat temu w swoich , Elementach” wyktadal geometri¢ wyprowadzajac trudniejsze fakty
i twierdzenia z prostszych zatozen, zwanych postulatami lub aksjomatami.

4.1 Przykltady postulatow

Postulat 2: Przez dwa rozne punkty przechodzi doktad-
nie jedna prosta.

Postulat 5: Przez punkt nielezacy na prostej przechodzi

doktadnie jedna prosta réownolegla do dane;j.

Szkolnym odpowiednikiem piatego postulatu jest zalozenie, ze

[

e katy odpowiadajace sa rowne (tutaj dwie proste
réwnolegle przecinamy trzecig prosta)

[

24



4.1. PRZYKEADY POSTULATOW EUKLIDESA 25

Z faktu tego bedziemy chcieli takze korzystaé¢ ,w dru-
ga strone”.

e Jezeli a = f3, to proste sg rownolegte. [@

Zatozeniem ,na poziomie postulatu” jest rownosc ka-
tow wierzchotkowych.

[ a><1

Otrzymamy stad q

Whiosek. Katy naprzemianlegte sg rowne. b

Korzystajac z tych prostych zatozen, mozemy udo-
wodnic

Twierdzenie. Suma katow tréjkata jest rowna 180° (kat pétpelny).

Dowdéd. Przez wierzchotek prowadzimy prosta rownolegta do podstawy (piaty postulat).

- Nastepnie przenosimy wszystkie katy trojkata do
_rZ wierzchotka, korzystajac z rownosci katéw odpo-
wiadajacych, naprzemianlegtych, badz wierzchotko-
wych. Trzy najbardziej typowe sposoby rozumowania
przedstawione sa na rysunkach.

jeden kat przenosimy
odpowiadajaco,
a jeden naprzemianlegle

dwa katy przenosimy
odpowiadajaco,
a trzeci wierzchotkowo

dwa katy przenosimy
naprzemianlegle
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Whniosek. Suma katéw dowolnego czworo-
kata jest rowna 360°.

Dowadd. Katy wewnetrzne czworokata rozbi-
jamy na sume katéw dwoch trojkatow. Ro-
zumowanie to pozostaje stuszne dla czworo-
kata wklestego.

Kolejna grupa postulatéw to:

4.2 Cechy przystawania tréjkatow

Kazdy trojkat jest naturalnie scharakteryzowany przez szes¢ parametrow: trzy boki i
trzy katy. Cechy przystawania trojkatow orzekaja, ze w pewnych sytuacjach wystarczy
znaé trzy parametry, aby okresli¢ pozostate trzy. Sytuacje te ilustrujemy na rysunkach.

cecha bkb (bok-kat-bok): cecha kbk (kat-bok-kat); cecha bbb (bok-bok-bok);

¢ wystarczy znac
wystarczy zna¢ dwa boki Wystarczy nac b ok Y v
. . .. i dwa katy do niego trzy boki trojkata
i kat miedzy nimi zawarty . . L
przylegajace (boki okreslaja katy)

Uwaga. Fizyk powie:  ksztalt trojkata ma trzy stopnie swobody”, to znaczy, wystarcza
trzy parametry do jednoznacznego opisania ksztattu trojkata.

Fakt. Trojkat rownoramienny ma katy naprzeciw ramion réwne.

Dowdd (wedtug podpowiedzi Marcina Brauna). 7 wierzchotka
prowadzimy srodkows, to znaczy prosta taczaca wierzchotek
ze srodkiem przeciwlegtego boku. Korzystajac z cechy bbb
uzasadniamy réwnosc¢ katow.

Uwaga. Mozemy tez poprowadzi¢ z wierzchotka dwusieczna,
to znaczy prosta rozdzielajaca kat na dwie rowne czesci

Uwaga. Poprowadzenie wysokoéci, to putapka!!! Nie da sie skonczy¢ rozumowanial!l

Zadanie (R-6/3). W tréjkat ABC, w ktorym |<BAC| = « oraz |[<ABC| = 3, wpisano
okrag. Punkty K, L, M sa punktami stycznosci okregu odpowiednio z bokami AB, BC'
i AC. Wykaz, ze |<MKL| = 2.
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Rozwigzanie. Niech O bedzie srodkiem okre-
gu wpisanego. Korzystajac z sumy katoéw
czworokata obliczamy |<KOM| = 360 —
90 — 90 — a = 180 — «. Stad |<OKM| =
w = 2. Podobnie |[<OKL| = &.
Stad |[<MKL| = 2.

Fakt. Rownolegtobok ma przeciwlegte boki rowne

Dowaod. Rysujemy przekatna i korzystajac z rownolegto-
sci dwoch par bokéw zaznaczamy dwie pary réwnych
katow naprzemianlegtych. Przekatna jest wspolnym bo-
kiem, wiec korzystajac z cechy przystawania kbk uza-
sadniamy rownos¢ przeciwlegtych bokow.

Twierdzenie (o odcinku taczacym $rodki bokéw). Odcinek
taczacy $rodki dwoch bokéw trojkata jest rownolegty do trze-
ciego i réwny jego polowie.

Dowdéd. Oznaczmy trojkat ABC' i niech M bedzie $rodkiem
boku AC'. Przez punkt M prowadzimy prosta réwnolegly do
AB. Prosta ta przecina bok BC w punkcie N. Nie wiemy jesz-
cze, czy jest to $rodek boku?

Z kolei z punktu N prowadzimy prostg réwnoleglta do AC,
ktora przecina podstawe AB w punkcie P. Otrzymujemy réw-
nolegtobok APN M Mamy

|CM| = |[MA| = |NP|.

Teraz korzystajac z réwnoleglosci zaznaczamy 3 katy odpowia-
dajace « oraz 2 katy odpowiadajace . Korzystajac z cechy
kbk uzasadniamy, ze trojkaty NCM i BNP sa przystaja-
ce. Dopiero w tym momencie pokazalidémy, ze N jest srodkiem
odcinka BC'. Zatem odcinek taczacy $rodki bokéw jest rowno-
legty do trzeciego. Na koniec zauwazymy, ze |AP| = |[MN| z
whasnosci réwnolegltoboku oraz |[M N| = | PB| z udowodnione-
go przystawania trojkatow. Wynika stad, ze P jest srodkiem
boku oraz [MN| = 1|AB].
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Uwaga. Dorysowujac jeszcze M P otrzymujemy podzial tréj-
kata na 4 trojkaty przystajace.

Twierdzenie. Czworokat taczacy srodki bokow dowolnego czworokata jest réwnolegto-

bokiem.
Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze przeciwlegte
boki tego czworokata sa réwnoleglte. Dory-
sowujemy przekatng i stosujemy poprzednie
twierdzenie. Analogiczne rozumowanie prze-
prowadzamy dla drugiej pary bokow.

Zadanie (P-5/7). W trapezie rownoramiennym ABC'D potaczono kolejne $rodki bokéw
i otrzymano czworokat EFGH. Uzasadnij, ze czworokat ten jest rombem.

D G C

Rozwigzanie. Wiemy juz, ze czworokat FFGH
jest réwnolegtobokiem. Dla zakonczenia rozumo-
wania wystarczy pokazac, ze

|HE| = |EF)|

To z kolei wyniknie z cechy bkb, o ile pokazemy,
ze katy DAB oraz ABC sa réwne. W tym celu
obierzemy punkt M na podstawie AB tak, zeby
otrzymaé¢ rownolegtobok AMCD. Katy DAB i
CMB sa rowne jako odpowiadajace. Poniewaz
trapez jest rownoramienny, wiec z wtasnosci row-
nolegtoboku |MC| = |AD| = |BC|, czyli tréjkat
o o 3 M BC' jest réwnoramienny, skad o = f3.

A M B

4.3 Twierdzenie Talesa i podobienstwo tréjkatéow

Twierdzenie Talesa wprowadza do geometrii nowsg jako$¢. Cechy przystawania trojkatow
nie wystarcza do dowodu twierdzenia Talesa. Dodatkowym poziomem postulatéow, w
ramach ktorych mozna udowodnié¢ twierdzenie Talesa sa np. podstawowe wzory na pole
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prostokata i tréjkata. Dowdd ten proponujemy jako ¢wiczenie (Dodatek A.1). Ponizsze
sformutowanie jest jednym z wielu mozliwych.

Twierdzenie (Talesa). Proste réwnolegle
odcinaja na dwoch przecinajacych si¢ pro-
stych proporcjonalne odcinki

|OA|  |OA|
|AB|  |A'B|

Poprzez czysto algebraiczne obliczenia otrzymamy proporcje

oA| _|a4B| |0A] _|0B]
(OA] ~ [AB] OA] ~ OB]

4.3.1 Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Dzieki twierdzeniu Talesa mozna poprawnie zdefiniowaé funkcje trygonometryczne. Twier-
dzenie Talesa orzeka, ze definicja funkcji trygonometrycznej jest niezalezna od wielkosci
trojkata

Przyktad. Definicja funkcji trygonometrycznych

. aef |[AA'|  |BF|
sino = OA] = 0B
cosa & 04 = 05

|OA|  |OB|
at [AA'| _ |BB'|

“ =04 " 0B

A B’

Gléwnym wnioskiem z twierdzenia Talesa jest cecha kkk podobienstwa tréjkatow,
tzn. trojkaty o takich samych katach maja proporcjonalne boki.
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4.4 Wazne wnioski z podobienstwa dla tréjkatow
prostokatnych

Jezeli w trojkacie prostokatnym opuscimy
wysokos¢ na przeciwprostokatna, to otrzy-
mamy trzy tréjkaty podobne (kkk).

W oznaczeniach z rysunku mamy proporcje

(i) tga = % = 1 skad h* = pq
o] (ii) cosav =2 = 2 skad a* = cp

(iii) sina = ¢ =2 skad b? = g

Dodajac stronami (ii) oraz (iii) dostajemy inny dowdd twierdzenia Pitagorosa a® + b* =
cp+cq=clp+q)=c

Zadanie (P-1/8). W tréjkacie réwnoramiennym podstawa AB ma dtugo$¢ 8 cm. Pro-
mien okregu stycznego w punktach A i B do prostych zawierajacych ramiona AC'i BC'
trojkata, ma dlugosé 5 ecm. Oblicz pole trojkata ABC.

C

Rozwigzanie. Niech O bedzie $rodkiem okregu. Pro-
sta OC' jest symetralng boku AB i przecina ten bok
w punkcie D, ktory jest spodkiem wysokosci. Z twier-
A 4 4D B dzenia Pitagorasa obliczamy |OD| = 3. Korzystajac
z whasnosci (I) tréjkata prostokatnego AOC mamy

5 , 16
310D| = 4" =16, |CD| = = .

Stad szukane pole tréjkata wynosi %|AB||CD| = % - 8- ? = 6—; = 21% cm®.

Przyktad. Skad sie wzieta jedynka trygonometryczna?

Dla tréjkata prostokatnego o bokach a, b, ¢ (¢ prze-
b ciwprostokatna) zapiszmy twierdzenie Pitagorasa

a’® + b =2,
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Dzielac obustronnie przez ¢? otrzymamy
2 b\ 2
RO
c c

sin?a + cos? a = 1.

skad po zmianie kolejenosci

Whiosek. Jedynka trygonometryczna jest forma zapisu twierdzenia Pitagorasa.

Zadanie (P-4/11). W trdjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono prosta prostopadla
do boku AB, przecinajaca bok AC' w punkcie E i bok AB w punkcie F. Punkt D
jest spodkiem wysokosci trojkata poprowadzonej z punktu C. Wiedzac, ze |EC| = 3,
|F'D| =1, oblicz sinus kata CAB.

C

Rozwigzanie. 7 twierdzenia Talesa

IAF| |FD| 1
COSO = ——— = —— = —

|AE|  |EC|  3°

Z jedynki trygonometrycznej

/ 2
sina =+v1—cos?a = 1—(%) :¥.

4.5 Sztuczki z polami

Jezeli trojkaty maja jednakowe wysokosci, to proporcja pél jest réwna proporcji podstaw.

Zadanie (R-5/6). Pole trapezu jest réwne P, a stosunek dlugosci podstaw trapezu
wynosi 2. Przekatne dzielg ten trapez na cztery trojkaty. Oblicz pole kazdego z tych
trojkatow.

Rozwigzanie. Przy oznaczeniach z rysunku korzysta-
jac z podobienstwa trojkatow mamy
B 5 _ |AB| |OB| |OA]
|CD| 0D |oC|

Oznaczmy przez ,.x” pole trojkata OC'D. Pole AOD
jest dwa razy wieksze (wspélna wysokosé, dwa razy
wieksza podstawa); analogicznie pole tréjkata O BC
(wspélna wysokos$é, dwa razy wieksza podstawa).
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Otrzymujemy x4 2z + 2z +4x = P, skad & = 5 P. Zatem Pocp = 5P, Paop = Popc =
2P i Poap =3P
Zadanie (P-2/5). Obwéd rownolegtoboku wynosi 96 cm, a stosunek dtugosci wysokosci

réwnolegtoboku jest rowny 5 : 7. Oblicz dhugosci bokéw réwnolegtoboku.

Rozwigzanie. Kluczem w rozwiazaniu zadanie jest obserwacja,
ze znajomo$¢ proporcji wysokosci przenosi sie na (odwrotna)
proporcje bokow:

a

Otrzymujemy uktad réwnan

Ta = 5b
2(a+b) =96

skad a = 20, b = 28.
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Wokot cech przystawania trojkatow,
katy w okregu

Dzisiaj kontynuujemy temat geometrii bez uktadu wspétrzednych. Rozszerzymy funkcje
trygonometryczne do katéw rozwartych. Przypomnimy twierdzenie cosinusow, sinusoéw i
twierdzenie o katach w okregu. Na koncu rozwiagzemy trudne zadanie z geometrii.

5.1 Pole tréjkata, sinus kata rozwatego

Przypomnijmy ceche bkb. Wynika z niej, ze majac
dane dwa boki trojkata i kat pomiedzy nimi, mozemy
juz wszystko o tym tréjkacie powiedzie¢, gdyz para-
metry te okreslaja trojkat jednoznacznie. W szczegol-
nosci powinien istnie¢ wzér na pole trojkata zalezny
od dtugosci bokow a, b i kata o pomiedzy nimi.

Zadanie to nie jest trudne. Opuszczamy wysokos¢ h na bok a
1 mamy:

h
7= sin o, skad h = bsin o i wtedy

1
S = §ah = §absina

Powyzsze rozumowanie przeprowadziliSmy dla kata ostrego.

Jezeli «v jest katem rozwartym, to 180° — « jest katem ostrym i wtedy analogicznie
otrzymamy:

33
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1
S = 5absin(180° — )

Zamiast dwoch wzorow mielibysmy jeden, gdybysmy

przyjeli:
sin(180° — ) = sin a.

Czyli geometria jak gdyby sama nam podpowiada, -
jak nalezy zdefiniowa¢ sinus kata rozwartego.

1
Poniewaz dla a = 90° otrzymujemy pole S = —ab, wiec warto przyja¢ sin90° = 1.

Poniewaz dla o« = 0° oraz dla @ = 180° pole znika, wiec warto przyjac
sin 0° = sin 180° = 0.
Otrzymalismy jednolity wzor:

1
S = §absin a, dla 0° < o < 180°.

Innym zadaniem, wynikajacym z cechy przystawania
bkb, jest obliczanie dtugosci ,x” na podstawie da-
nych a, b, a. Zadanie to umiemy rozwiaza¢ w szcze-
golnym przypadku dla o = 90°. Wtedy z twierdzenia
Pitagorasa:

2? = a® + V7.

W ogélnym przypadku mamy tzw. wzér cosinuséw:

22 = a® + b® — 2abcos a

Wyprowadzenie wzoru proponujemy jako ¢éwiczenie (Dodatek A.3). Analiza réznych
przypadkow doprowadzi nas do zdefiniowania cosinusa dla 0° < a < 180°.

@ Zadanie. Jakie wzory na pole trojkata odpowiadaja cechom bbb i kbk?
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1
5.2 Zastosowanie wzoru S = §ab sin o

7. wzoru tego mozemy stosunkowo tatwo
¢ otrzymaé¢ wzér na sin(a + ). Wyjasnijmy

A oznaczenia na rysunku. Zaktadamy dla uta-
1 p 1 twienia, ze |C'D| = 1. Mamy:
cos 1 cos 3
CD 1
€D =cosa skad |AC|= .
Ve |AC| oS o
A tg a D tg 3 B 1

Analogicznie |BC| = 5
cos

AD
Z kolei IDC|\ = tga, wiec |AD| = tga i analogicznie |BD| = tg 5. Zapisujac pole na
dwa rézne sposoby mamy:

%|AC||BC| sin(a + ) = %\ABHCD|

1 1 1 1
2 (cosa) <cosﬁ) sin (@ + ) = a(tga i)l

Mnozac obustronnie przez 2 cos a cos 3 otrzymamy:

sin(a + 3) = sin a cos 3 + cos asin 3. (5.1)

5.3 Twierdzenie o kjcie sSrodkowym i wpisanym

Jest to wazne i ciekawe twierdzenie, ktére ma wiele zaskakujacych konsekwencji. Kilka
z nich poznamy podczas wyktadu. Zacznijmy od pojecia tuku.

Jezeli na okregu obierzemy
dwa roézne punkty A i B, to
okrag zostanie podzielony na
dwa tuki. Same punkty nie
A A wskazuja jednoznacznie tuku,
dlatego bedziemy pogrubiaé
linie, dla wskazania, o ktory

B B 1k chodzi.

Kqgtem $rodkowym opartym na tuku nazywamy kat AO B, wskazywany przez tuk, gdzie
O jest $rodkiem kota.
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A % A
B

7 kolei kgtem wpisanym opartym na tuku nazywamy kat AC'B, gdzie C' jest dowolnym
punktem okregu nielezacym na tuku.

C
A A
B B
C

Twierdzenie. Kat wpisany jest rowny potowie kata srodkowego opartego na tym samym
tuku. Innymi stowy: kat srodkowy jest dwa razy wigkszy od kata wpisanego.

<
o (2
(e~

Dowdd twierdzenia nie jest trudny (Dodatek A.2). Teraz odnotujmy kilka wnioskéw.
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Whniosek. Wszystkie katy wpisane oparte na tym samym tuku sa réwne.

) Bo sg réwne potowie wspélnego kata srod-
kowego!

Whiosek. Kat oparty na srednicy jest prosty.

{ : :: Uwaga. Srodek okregu opisanego na tréj-
- kacie prostokatnym lezy w srodku przeciw-
@ prostokatne;j.

Whniosek. Jezeli na czworokacie mozna opisa¢ okreg, to suma przeciwleglych katow

wynosi 180°.

Dowod. Jezeli przeciwlegte katy
oznaczymy przez « i [3, to korzysta-
jac z twierdzenia o katach mamy:

200 + 23 = 360°,
skad

a+ (6 =180°.

Przyktad (P-4/6). Punkt O jest $rodkiem okregu. Wykorzystaj dane na ponizszym

rysunku i oblicz kat «.
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A

0 5
A

O C

Rozwigzanie. Kat BAC' jest prosty, jako oparty na srednicy, zas katy DAB i DCB sa
réwne, jako katy wpisane oparte na tym samym tuku DB (krétkim). Zapisujac sume
katéw trojkata EC'A

kat ECA  kat CAE

—
2+ a+30°+90° + a = 180°

otrzymujemy
4o+ 120° = 180°, skad o« = 15°.

5.4 Ostrostup o réwnych krawedziach

Fakt. Jesli ostrostup ma réwne krawedzie, to na podstawie ostrostupa mozna opisac
okrag. Ponadto spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem tego okregu.

Uzasadnienie. Skoro ostrostup ma réwne
krawedzie, to znaczy, ze mozna na nim opi-
sa¢ stozek.

Jako przyktad rozwiazmy zadanie:
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Zadanie (P-2/9). Kazda krawedz boczna ostrostupa ma dtugosé 17 cm. Podstawa ostro-
shupa jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 18 cm i 24 cm. Oblicz ob-
jetos¢ tego ostroshupa.

Rozwigzanie. Poniewaz ostrostup ma rowne krawedzie wigc wierzchotek opada na $rodek
okregu opisanego na podstawie, czyli na $rodek przeciwprostokatne;j.

Ma ona

V182 + 242 = 30 cm,

17 skad jej potowa ma 15 cm. Zatem wysokos¢ ostrostupa wynosi

17 h=+v172 —152 =8 cm.

W‘ Stad otrzymujemy objetosé

' 18 1/1

0 <\ VZ—(—-24-18)~8:5766m3.
24—

3\ 2

5.5 Twierdzenie sinusow

Jest to wazne twierdzenie przydatne w rozwiazywaniu trojkatow.

Twierdzenie (sinuséw). Oznaczmy przez a, b, ¢ dtugosci bokéw tréjkata oraz odpowied-
nio «, 3, lezace naprzeciw bokow katy. Woéwczas zachodzi réwnosé

a b c

sinaw  sinf  sinvy

— 2R,

gdzie R oznacza promien okregu opisanego na tréjkacie.

\ Dowod. Zauwazmy, ze wzor wystarczy sprawdzi¢ dla ktorego-

kolwiek z bokéw, np. —— = 2R, bo rozumowanie dla pozo-

nq
stalych bokow bedzie analogiczne. Rozwazymy trzy przypad-
ki. Jezeli « jest katem prostym, to mamy a = 2R, czyli wzér
zachodzi, bo sin 90° = 1.

Jezeli a jest katem ostrym, to kat srodkowy odpowiadajacy katowi wpisanemu « jest
mniejszy od 180°. Wowcezas mozna wybra¢ inny kat wpisany oparty na tym samym tuku,
w ten sposob, zeby jedno z jego ramion byto $rednicg.
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Kat wpisany jest réwny «; kat
oparty na srednicy jest prosty,
wiec otrzymujemy

a , a
SR = sina, skad e 2R. \ \
</

Jesli a jest rozwarty, to nie da sie powtoérzy¢ poprzedniego ro-
zumowania. Mozna natomiast wybra¢ kat wpisany oparty na
tuku dopetiajacym taki, ze jedno z jego ramion jest Srednica
(kat ma 180° — av z wtasnosci czworokata). Mamy

© _ sin(180° — @) = si
2R—Sln Q) = SIn &

Zadanie (R-10/7). Podstawa ostrostupa jest tréjkat, ktorego jeden bok ma diugosé 4,
a katy przylegte do tego boku maja miary 75° i 45°. Wysokos¢ ostrostupa jest réwna
promieniowi kota opisanego na podstawie. Oblicz objetos¢ ostrostupa. Wynik podaj w
postaci a 4+ by/c (a, b, c wymierne).

Rozwigzanie. Obliczamy, ze trzeci kat trojkata ma 60°.
Przyjmujac oznaczenia tak, jak na rysunku mamy z twier-
dzenia sinuséw

4 b c

sin 60° sin 45° sin 75°

gdzie R jest dlugoscia promienia okregu opisanego na
trojkacie.
Obliczamy stad

1 4 43 4sin45°  4-
— == -——oraz b= — =
2 @ 3 sin 60°

et
o
IS

R =

[\

7, poznanego wzoru obliczamy
sin 75° = sin(45° 4+ 30°) =

sin 45° cos 30° + cos45° sin 30° =

| S

DO —

S
=+
>

7 wzoru na pole trojkata obliczamy pole podstawy

Lo, A6 VE+V2 12443
2 3 4 3

1
P = éabsin 75° =
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Wiedzac, ze wysokos¢ ostrostupa wynosi R obliczamy objetosé

1 1 12+4v3 4v3 _16(v3+1)

— —Ph==
v 3 3 3 3 9

Wynik zapisujemy w postaci, o ktérg prosit autor zadania

16 16
V="942

3.
9 9

41



WYKLAD 6

Katy w przestrzeni; wektory i uktady
wspotrzednych

Geometrii poswieciliémy dwa ostatnie wyklady. Poniewaz nie bedzie juz wiele czasu
na geometrie zaakcentujemy dzisiaj trzy wazne aspekty geometrii przestrzennej. P6zZniej
wrocimy do pojecia uktadu wspétrzednych, ktory pojawit sie juz w wyktadzie 21 3. Tym
razem wprowadzimy to pojecie w sposob pogtebiony z pomoca wektorow. Oméwimy
przesuwanie wykresow, co zastosujemy do wykreséow funkcji.

6.1 Katy w przestrzeni A

Mamy nastepujacy warunek wystarczajacy
prostopadtosci odcinka i ptaszczyzny. Zakta-
damy, ze koniec B odcinka lezy na ptasz-
czyznie oraz, ze istniejg punkty C'i D na
ptaszczyznie, wyznaczajace rozne kierunki
wzgledem B takie, ze katy CBA i DBA sa
proste. Wowcezas dla dowolnego punktu P na
plaszczyinie (réznego od B), odcinki AB i
BP sa prostopadte.

Przyktad. (P-1/6) Ostrostup czworokatny, ktérego podstawa jest kwadrat o boku 4,
ma dwie przylegte Sciany boczne prostopadie do ptaszczyzny podstawy. Pozostate dwie
Sciany boczne sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Wyznacz cosinus
kata, jaki tworzy najdtuzsza krawedz boczna ostrostupa z ptaszczyznag podstawy.

42
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Uwaga. Kat dwuscienny pomiedzy dwoma
ptaszczyznami odczytujemy pomiedzy od-
cinkami prostopadtymi do krawedzi przecie-
cia plaszczyzn.

Uwaga. Kat pomiedzy prosta i ptaszczyzna

jest to kat pomiedzy ta prosta i jej rzutem
prostokatnym na ptaszczyzne. ‘ 7

E

Rozwigzanie (P-1/6). Z warunkéw zadania mo-
zemy zalozy¢, ze przy wierzchotku D spotykaja
sie katy proste. Zatem odcinek DC' jest prosto-
padly do ptaszczyzny Sciany ADE. Odcinek AB
(jako réownolegly do DC') jest takze prostopadty
do tej ptaszczyzny, zatem kat FAB jest prosty.
A Wiec kat EAD jest rowny katowi dwusciennemu
45°. Czyli trojkat ADFE jest rownoramienny (ka-
C ty 45°,90°,45°), zatem |AD| = |DE| = 4. Stad
|AE| = 41/2. Nastepnie

B

|EB| = \/|AB|? + |AE|? = 4V/3.
Odcinek DB jest przekatng kwadratu, wiec |DB| = 41/2. Ostatecznie

IDB|  4v2 V6

COS ¥ = 7=

EBl 43 3~

6.2 Wektory i uktady wspéirzednych

O wektorach wspominaliémy podczas drugiego wyktadu podajac je jako przyktad alge-
braizacji geometrii (dziatania wykonujemy na obiektach geometrycznych). Naszym celem
jest zrozumie¢ przeliczanie wspotrzednych podczas przesuwania uktadu wspotrzednych.
Aby to uzyska¢ korzystnie jest gtebiej zrozumie¢ wspolrzedne wektora oraz punktu.
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6.2.1 Wspolrzedne wektora

Aby zdefiniowa¢ wspotrzedne wektora glugmy ustali¢ na

plaszczyznie dwa nieréwnolegte wektory ¢, j zwane wekto- -

rami bazowymi lub krotko: baza. Ustalamy, ktory z wektoréw J

jest pierwszy. Dla wygody zaktadamy, ze wektory te maja jed- 7
nostkowa dtugosé oraz, ze sa wzajemnie prostopadte (zatoze- —_—
nie to nie jest konieczne).

7, wektorow bazowych mozemy ,wyprodukowac” kazdy
inny wektor lezacy na plaszczyznie za pomoca dziatan:
dodawania i mnozenia przez skalar, np.

\/y

— —
Ogolnie kazdy wektor @ mozemy jednoznacznie zapisa¢ w postaci v = x4 +y 7.
Jezeli baza jest ustalona to piszemy krétko v = [z, 9], rezerwujac nawias kwadratowy
dla oznaczenia wektorow.

Wtasnosci. Jezeli w = [a,b] i ¥ = [¢,d], to

—

U+ =la+cb+d, AU = [Aa, \b].

6.2.2 Wspoélrzedne punktu

Aby okresla¢ wspotrzedne punktu musimy oprécz bazy 7, 7 ustali¢ jeszcze jakis punkt

odniesienia O, ktory bedzie poczatkiem ukladu (O jak obserwator). Wtedy polozenie
—

dowolnego punktu P mozemy scharakteryzowa¢ za pomoca wektora wodzacego OP.

P

Okreslajqc Wspolrzgdne Wektora OP w bazie otrzy-
mujemy OP =21 + yj Zatem przyjmujemy, ze
wspotrzedne punktu sa to wspolrzedne jego wekto-
ra wodzacego. Dla odréznienia wspotrzedne punktu
zapisujemy 7z uzyciem nawiaséw okragtych P(z,y).

Wtiasno$é. Wektor taczacy punkty A(z1,y1), B(xz,ys) ma wspbirzedne

—
AB = [5752 — T1,Y2 — ?/1]-
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Uwaga. Do punktu mozemy dodac¢ wektor. Wynikiem dodawania jest v
punkt przesuniety o wektor. Jezeli dane s wspotrzedne A(x,y), v =

[, ql, to .
B=A+7v =(x+py+q). A

6.3 Przesuniecie ukladu wspétrzednych

Zmiana uktadu wspotrzednych odpowiada fizycznej ,zmianie obserwatora”. Pojecie zmia-
ny ukltadu wspotrzednych jest fundamentalnym pojeciem zaréowno w fizyce, jak i w ma-
tematyce. Tutaj zajmujemy sie najprostszymi zmianami — przesunieciami.

— —
Uwaga. Podczas przesuwania uktadu baze ¢, 7 pozostawiamy niezmieniona; zmienia
sie tylko polozenie obserwatora z O na O'.

—
oznaczmy OO’ = [p, ¢|

6.3.1 Jak sie zmieniaja wspélrzedne podczas przesuwania?

Kazdy punkt P na plaszczyznie moze by¢ obserwowany zaréwno przez obserwatora O,
jak rowniez przez obserwatora O'. Przyjmujemy, ze obserwator nieprimowany ,widzi”
wspéhrzedne (z,y), za$ obserwator primowany widzi wspéhrzedne (z/,y') tego samego
punktu.
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Przyktad. Przypu$émy, ze obserwator O’
""""""""""""""" ma wspolrzedne (3,2) w uktadzie nieprimo-
: : : : wanym. Okres§lamy wspotrzedne punktéow
.............................. A B.C.D.O.0' w obu ukladach.
................... ‘\\ (.T,y) (x/’y/)
A Y A1(2,4)1(-1,2)
................... REtie TU S S B |(53) (1)
: : ‘B C [ (1,2) | (=2,0)
......... R A (OIS DR Sy D) -1)
Voo o 0 | (0,0) | (=3.-2)
* > 0’1 (3,2) | (0,0)
: : : D :
R s T o R § Zauwazmy
' RN
o T T e
: : : : : Y= y’+2

6.3.2 Rozumowanie ogdlne (trdojkat obserwacyjny)

— _— —
Mamy OP = OO’ + O’P. Przechodzac do wspéhrzednych w bazie otrzymujemy

[z, y] = p.d + [y =[p+2", g+,

czyli

y=1+q

L0

@)

6.4 Posta¢ kanoniczna tréjmianu kwadratowego

Przyktad. Rozwazmy parabole y = az® (a # 0), ktérej wierzchotek znajduje sie w
punkcie (0,0).
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\ 4

\ 4

a<0

Jakie bedzie miala réwnanie ta parabola, gdy przesuniemy ja o wektor [p, ¢|?

Y A Y / Wprowadzamy primowany uktad wspol-
\ : / rzednych. Jakie rownanie bedzie miata prze-
N : ,/ sunieta parabola w nowym uktadzie? Oczy-
AN A wiscie analogiczne, czyli
______ S>o.7
|
| (p7 q) y/ — a(:p')Q
A !
Y Korzystajac z przeliczenia wspotrzednych
[p. 4] (6.1) otrzymamy
x 2
> y—q=a(r—p
5 ( 2)
y=alz—p)+q

Uwaga. Wierzchotek (0,0) przechodzi na (p, q), czyli punkt (p,q) jest wierzchotkiem
przesunietej paraboli.

Uwaga. Wzor w ramce nazywamy postacig kanoniczng tréjmianu kwadratowego.

Uwaga. Powtarzajac to rozumowanie na ogélnych wzorach otrzymamy

dany wykres przesuniecie | po przesunieciu

y=f(z) [p, q] y—q=f(x—p)ezyliy=flx—p)+gq
F(z,y) = const | [p, ¢ F(x —p,y — q) = const

22 4y =r? a, 0] (x—a)?+(y—0b)? =12

y=ax [0, Yol Y —yo = a(z — x0)

Przyktad (P-1/7). Wykresem funkcji kwadratowej f jest parabola, ktérej wierzchol-
kiem jest punkt W(1,4). Najmniejsza wartosé¢ funkcji w przedziale (—2,2) wynosi —5.

(a) Przedstaw wzér funkeji w postaci iloczynowej.
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(b) Rozwiaz nieréwnosé f(x) < 0.

Rozwigzanie. Od razu wiemy, ze funkcja ma réwnanie y = a(xz — 1)? + 4. Poniewaz
funkcja przyjmuje warto$ci mniejsze niz rzedna wierzchotka, wiec na pewno ,wasy” sg
skierowane w dot i a < 0.

A\W(la 4)

Teraz najwazniejszy moment: musimy sie domysli¢, czy

warto$¢ najmniejsza przyjmowana jest dla x = —2, czy
dla z = 27 Oczywiscie dla © = —2, bo ten punkt jest
bardziej oddalony od odcietej wierzchotka x = 1 (mozna

tez rozumowaé z wzoru). Mamy wiec f(—2) = =5, czyli
a(—2 -1 +4=-5skad a=—1.

Do postaci iloczynowej mozemy przejs¢ korzystajac
z wzoréw skroconego mnozenia:

fa)=—(@-1)7+4=—[@-1) -2 =
—(z—1-2)(x—1+4+2)=—(x—3)(z+1).

Parabola ma ,,wasy” skierowane w dot i przecina
0$ pozioma dla

T = 3,372 =—1.

— — Dzieki tym informacjom tatwo rozwigzujemy nie-
réownos$¢ f(z) < 0. Rozwiazaniem jest

z € (—o0,—1) U (3, +0).
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6.5 Jeszcze jeden przyktad postaci kanonicznej
Nieskracalny utamek zbudowany z funkcji liniowych, ktérego mianownik nie jest stata

_a:z:—l—b
y_c:c+d

nazywamy funkcjg homograficzna. Okazuje sie, ze kazda taka funkcja jest przesunieciem
A

wykresu postaci y = p

Yp v
|
: Przyktad. Mamy
|
o 2 2242
:___:__ y_:zc—l_ r—1
S R / 2(x —1) 2 2
_____ S IO S E RPN =24+
—: i | x—1 + r—1 + x—1
|
W
! r czyli y = — przesuwamy o wektor [1,2]. Osie
! ~  uktadu primowanego pokrywaja sie z tak zwa-
: nymi asymptotami wykresu.
|

A
Uwaga. Dla A > 0 funkcja — jest malejaca w przedziatach okreslonosci, zas dla A < 0

rosnagca w tych przedziatach.

A

A>0

(1,4)

3
>

Y

A<O

Zadanie (R-4/7). Wzor funkcji f(z) = Lb + ¢ tworzymy w nastepujacy sposob. Ze
x J—

zbioru Z = {—3,—-2,—1,1, 2,3} losujemy kolejno trzy liczby bez zwracania; pierwsza z

wylosowanych liczb jest rowna wspotczynnikowi a, druga — wspotezynnikowi b, trzecia —

wspotezynnikowi ¢. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

A: f jest funkcja malejaca w kazdym ze zbioréow (—oo, 2) oraz (2, +00),

B: miejscem zerowym funkcji f jest liczba 0.
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Rozwigzanie. Aby zaszto zdarzenie A musimy koniecznie wybra¢ dodatnie a w pierw-
szym losowaniu; w drugim losowaniu musimy wybra¢ koniecznie b = 2, za§ w trzecim
losowaniu wynik jest dowolny. W pierwszym losowaniu mamy tylko dwie mozliwosci,
bo nie mozemy wybra¢ dwojki, ktérag musimy wybra¢ za drugim razem. Stosujac regute

mnozenia otrzymujemy
214 1

©6-5-4 15
Do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia B potrzebujemy tzw. reguly mnozenia
7z wariantami. Zauwazmy najpierw, ze ma by¢ f(0) = 0, czyli . +c¢=0, skad a = be.

P(A)

Jezeli zatem w pierwszym losowaniu wybierzemy jakas liczbe ,a”, to w dwoch dalszych
losowaniach musimy wybraé¢ liczby, ktérych iloczyn jest rowny ,a”. Np. dla a = 1 taki
wybér nie istnieje, zas dla a = 2 mamy mozliwosci (2, —1,-2) i (2, -2, —1).

wariant liczba wyboréw
pierwszego wyboru dla wariantu
aec{l,—1} -
a€ {2,-2} 2-2-1
a € {3,-3} 2-2-1
razem 8
8 1

Ostatecznie P(B) = = —.
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O wielomianach algebraicznie i troche
geometrii

Mowigc o algebraicznych aspektach wielomianéw traktujemy je formalnie, jak napisy,
czyli tzw. wyrazenia. Aspekt geometryczny wielomianéw poruszamy w kolejnym wykta-
dzie. Na samym koncu tak zwane ,najmocniejsze” twierdzenie geometrii.

7.1 Wielomiany, jako wyrazenia

Wielomianem zmiennej x stopnia n (n = 0,1,2,...) nazywamy wyrazenie

W(z) = apa”™ + a,_12" "

+ ...+ a1z + ao, (7.1)
gdzie an,a,_1,...,a1,aq sa liczbowymi wspotczynnikami, przy czym a, # 0. Méwimy:
wielomian o wspotezynnikach catkowitych, wymiernych, rzeczywistych,. . .stosownie do
zbioru, z ktérego pochodza wspotezynniki. Kazdemu wielomianowi odpowiada funkcja
wielomianowa, ktora oméwimy w kolejnym wyktadzie.

Cwiczenie. Gdzie jest wielomian?

N B. 22+ \/z C. 1 D. 0
T
1 1 100
] F o2 +z+v2 G gz m+1 H. z

Komentarz. A. NIE, bo wyktadniki muszg by¢ nieujemne, B. NIE, bo wykladniki
musza by¢ catkowite, C. TAK, wielomian stopnia 0, D. TAK, wielomian zerowy (bez
stopnia), E. NIE, zmienna nie moze wystepowa¢ w mianowniku, F. TAK, wielomian
stopnia 1, G. TAK, wielomian stopnia 100, H. TAK, wielomian stopnia 1.

Uwaga. Umawiamy sie, ze 0 jest wielomianem (chodzi o to, zeby réznica wielomia-
néow zawsze byla wielomianem, np. * — x = 0). Definicja (7.1) obejmuje wytacznie

ol
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wielomiany niezerowe. Wielomianowi zerowemu nie mozemy przypisa¢ stopnia. Ma-
my latwa do sprawdzenia wlasnosé dla wielomianéw ze stopniem: stop W(x)U(x) =
stop W (z) + stop U(z). Gdyby liczba z byla stopniem wielomianu zerowego, to otrzy-
maliby$my

z = stop0 = stopOx = stop0 + stopz = z+ 1  sprzecznosc!
Przyklad. Wyrazenie W (z) = ax+b znamy jako tzw. funkcje liniowa. Dla a # 0 funkcja
liniowa jest wielomianem stopnia 1; dla a = 0, b # 0 funkcja liniowa jest wielomianem
stopnia zero; zas dla a = b = 0 funkcja liniowa jest wielomianem zerowym.
Uwaga. Réwnanie ax + b = 0 nazywamy réwnaniem pierwszego stopnia. Dla a # 0

otrzymujemy jednoznaczne rozwigzanie x = —— (jest to pierwiastek wielomianu pierw-
szego stopnia W(x) = ax + b); dla a = 0, b # 0 réwnanie nie ma rozwiazan, zas dla
a = b = 0 kazda liczba jest rozwigzaniem rownania.

Zadanie (R-2/9). Dane jest réwnanie z parametrem a:
ax —a®> = 3z — 2aV/3 + 3

Dla jakiej wartosci parametru réwnanie ma jedno rozwigzanie? Wyznacz to rozwiagzanie
i przedstaw je w najprostszej postaci.

Rozwigzanie. Mamy do czynienia z réwnaniem pierwszego stopnia. Przenosimy jedno-
miany zawierajace ,x” na lewa strone.

(a —V3)x =a® —2aV3+3
Po prawej stronie dostrzegamy kwadrat réznicy (a — v/3)2, wicc
(a —V3)x = (a —V3)2.

Dla a = v/3 réwnanie ma nieskoniczenie wiele rozwiazan, zas dla a # v/3 réwnanie ma
jednoznaczne rozwiazanie
(a—+/3)
= —a—3.
a — \/§

7.2 Roéwnania wielomianowe wyzszych stopni

Jezeli W(z) jest wielomianem, to réwnanie W(z) = 0 nazywamy réwnaniem wielo-
mianowym. Omoéwilismy juz przypadki stop W (x) < 1. Ogdlny kierunek rozwigzywania
réwnan wielomianowych, to poszukiwanie rozktadu wielomianu W (z) na czynniki do-
datnich stopni.

Jezeli W(x) = U(x)V(x), to réwnanie W (x) = 0 przybiera postaé

U(x)V(x) =0,

co zachodzi gdy U(z) = 0 lub V (z) = 0. Zatem wystarczy ,polaczy¢” pierwiastki dwoch
ostatnich rownan. Zbiory pierwiastkéw sumujemy algebraicznie, to znaczy uwzgledniamy
krotnosci.
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Przyklad. Rozwigzmy rownanie
(22 =D (2* +22+1)=0

Rozdzielajac dostaniemy z pierwszego réwnania 2> —1 =0, (z—1)(z+1) = 0, czyli 7, =
1, x5 = —1. Z drugiego réwnania z*+2z+1 = 0, (z+1)?, z3 = —1 pierwiastek podwojny.
Wiec ostatecznie x1 = 1 pierwiastek pojedynczy, zo = —1 pierwiastek potrojny.

Zadanie (P-2/7). Rozt6z wielomian W (z) = z* — 72% + 12 na czynniki liniowe. Podaj
nieujemne pierwiastki tego wielomianu.

Rozwigzanie. Stosujac sztuczke z rozbiciem srodkowego jednomianu i z grupowaniem
otrzymamy:

2t — T2 +12 = 2* —32% —42® + 12 = 2%(2® — 3) — 4(a* - 3)

= (% =3)(a® = 4) = (z — V3)(z + V3)(z — 2)(z + 2)
Odp. Pierwiastkiem nieujemnym sg 2 oraz v/3.

Uwaga. Grupowanie czwérmianu (wielomianu sktadajacego sie z czterech jednomianow)
jest wykonalne, jesli iloczyn zewnetrznych jednomianow jest taki sam jak wewnetrznych

122
D@D @

1224

Metoda ta pozostaje skuteczna dla wiekszej liczby zmiennych; np.
wy—r—y+l=ay—1)—-(y-1=>F-D-1).
7.3 Tréjmian kwadratowy i r6wnanie stopnia
drugiego

Trojmian kwadratowy az?+bx+c (a # 0) jest doktadnie wielomianem stopnia drugiego.
Przeprowadzajac ,zwijanie” na ogélnych wspoétczynnikach

y=az’+br+c=
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gdzie A = b — 4ac, otrzymujemy wspomniang postaé¢ kanoniczng tréjmianu

b A

2017 T4a

Otrzymujemy w ten sposob wzory na wspoétrzedne (p, ¢) wierzchotka paraboli. Podobnie
otrzymamy tzw. postac iloczynowq trojmianu. Jezeli A > 0, to mozemy napisa¢ A =

(VA)?, zatem

ar’ +br +c=

N2 (VA b VA b VA

Pierwiastki tréjmianu otrzymamy zerujac czynniki: oznaczmy

—b— VA b+ VA
Iy =—— oraz Io— ——— .
2a 2a

Ostatecznie az?+bx+c = a(r—x1)(x—1x2). Dla A = 0 otrzymujemy pierwiastek podwoj-

y=alz—p’+q da p=-—

— , L 2 b\
ny r; = ro = 9" Wowezas postaé iloczynowa ma forme ax” +br +c=a | x + %)

Zadanie (P-3/2). Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby (—6) oraz 1.

4
Oblicz warto$¢ wyrazenia 3/(94)
f(—24)
Rozwigzanie. Stosujac postaé iloczynowa mozemy zapisa¢ f(x) = a(z + 6)(z — 1). Stad
3f(94 -100 - 1
fO4) _ 3a-100-03 81
f(—=24) a-(—18)(—25) 6

Zadanie (P-1/3). Miejscem zerowym wielomianu W (z) = 223 + az® — 6x jest liczba
(=1).

(a) Oblicz wspotezynnik a.

(b) Wyznacz pozostale miejsca zerowe wielomianu

Rozwigzanie. Mamy W(—1) = 0, czyli 2(—1)3+a(-1)>—6(—1) = 0, skad —2+a+6 = 0,
wiec a = —4. Pierwiastki wyznaczamy przez rozklad na czynniki: W(zx) = 223 — 42* —
6x = 2x(x* — 2x — 3). Dostrzegamy tutaj kolejny pierwiastek x = 0 pochodzacy od
czynnika . Dalsze pierwiastki wyznaczamy z réwnania 2? — 2z — 3 = 0. Mamy A =
(=22 —4-1-(=3) =16, VA =4

—b—VA 2-4

ry = 5 =5 = —1 (ten byt podany)
—b+VvVA 2+4
Ty = ; = _g = 3 (nowy pierwiastek)
a

Odp. a = —4, pierwiastki to 0, —1, 3.
Inny sposéb polegatby na skorzystaniu z tw. Bézouta (p6zniej)
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7.4 Dzielenie wielomianéw z reszta, twierdzenie
Bézouta

Wykonajmy klasyczne dzielenie z reszta dla liczb

17:5=3r.2
VAR A U

dzielna dzielnik iloraz reszta

Miedzy tymi liczbami zachodzi zwiazek 17 = 5-3+ 2. Zauwazmy, ze przy dzieleniu przez
5 reszta jest jedna z liczb 0, 1, 2, 3, 4 czyli reszta jest zawsze mniejsza od dzielnika.
Teraz wykonajmy dzielenie wielomianow
(@5+2): (2 -+ 1) =23 +22 -1
O SR R

= xt— 3+ 2
—zt 23— 2?
= = —2’+2
2 —r+1

= —o+3
Analogicznie jak dla liczb zachodzi zwigzek
P +2=@" -+ D@+ - 1)+ (—z+3).

Ponadto reszta jest ,mniejsza” od dzielnika w tym sensie, ze albo jest zerem, albo jej
stopien jest mniejszy od stopnia dzielnika.

Twierdzenie (Bézouta). (1) Jezeli p jest pierwiastkiem wielomianu W (z), to wielomian

ten dzieli sie bez reszty przez (z — p).

Dowdéd. Dzielimy wielomian W (z) przez (z — p) z reszta. Mamy
W(z) = (z —p)I(z) + R(z).

Reszta jest zerem lub jej stopien jest zerem (mniejszy od stop(z — p) = 1), zatem reszta

jest statg. Mamy
W(z) = (x —p)I(x) +c

Wiedzac, ze W (p) = 0 otrzymujemy

0=W(p) =@p-p)Ip +c=c,

wiec ¢ = 0. Pokazalismy W(z) = (z — p)I(z).

(1) Etienne Bézout (1730-1783), matematyk francuski
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Uwaga. Powtarzajac rozumowanie bez zalozenia, ze p jest pierwiastkiem otrzymamy
W(z) = (z —p)I(z) + W(p),

czyli reszta z dzielenia przez (r — p) jest rowna W (p).

Przyklad (z wczesniejszego zadania P-1/3). Wiedzac, ze x = —1 jest pierwiastkiem

wielomianu 22 — 2z — 3, drugi pierwiastek mozemy wyznaczy¢ przez dzielenie przez

r—(-1)=z+1:

(22 =2 —-3):(z+1)=2-3

R —
—3r—3
3r+ 3

skad 2% — 2z — 3 = (z + 1)(z — 3). Pierwiastek z = 3 odczytujemy jako zero czynnika.

Zadanie (R-7/2). Liczba 2 jest miejscem zerowym wielomianu W (z). Wyznacz reszte
7 dzielenia tego wielomianu przez wielomian P(z) = x? — 3z + 2 jesli wiadomo, ze w
wyniku dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian (z — 1) otrzymujemy reszte 5.

Rozwigzanie. Stosujac dzielenie z reszta mozemy zapisac
W(z) = (2* — 3z + 2)I(x) + ax + b (7.2)

/bo stopien reszty jest mniejszy od stopnia dzielnika/. Istotny dla zadania jest fakt, ze
2 —3x 4+ 2 = (z — 1)(z — 2). Wstawiajac do (7.2) z = 2 otrzymamy 2a + b = 0. Z
wniosku po twierdzeniu Bézouta wiemy, ze W (1) =5, czyli a + b = 5. Odejmujac mamy
a = —5; b = 10, zatem szukana reszta wynosi R(x) = —5z + 10.

7.5 ,Najmocniejsze twierdzenie geometrii”

Jezeli okrag jest wpisany w kat, to punkty stycznosci odcinaja
na ramionach rowne odcinki.

*

Te nieco humorystyczna nazwe zaproponowat dziatacz Olim-
piady Matematycznej Jerzy Bednarczuk (Szkota Geometrii, |[PA| = |PB|
Odczyty Kaliskie, WSiP, W-wa 1993). B
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Whiosek. Jezeli w czworokat mozna wpisa¢ okrag,
to sumy dtugosci przeciwlegtych bokow sg rowne. Ko-
rzystajac z ,hajmocniejszego” oznaczamy rowne od-
cinki. W obu przypadkach sumy dlugosci przeciwle-
gltych bokéw wynosza x +y + z + t.

Zadanie (R-4/5). W trapez rownoramienny o obwodzie 60 wpisano okrag. Przekatna
trapezu ma dlugos¢ 17. Oblicz pole trapezu.

b
c c Rozwigzanie. Poniewaz w trapez mozna wpisac
okrag, wiec a + b = 2¢. Znajac obwdd otrzymujemy
a+b=30ic=15. Checac ,dostac¢ si¢” do przekatnej,
dazymy do wyrazenia wysokosci przez boki:
a

2
(“;b) L h? =17

15% + h* = 17?
h? = 289 — 225 = 64
h=8

Stad tatwo obliczamy pole

_a+b

S h=15-8=120.




WYKLAD 8

Wielomiany (geometrycznie), drugi
kryzys, bryty

Wyktad zaczynamy od obiecanego geometrycznego aspektu wielomianu. PéZniej wspo-
mnimy nieco o drugim kryzysie w matematyce, aby uzasadni¢ historyczne pojawienie si¢
zapiséw logicznych oraz pojecia zbioru. Logika pozwoli nam zaprezentowaé ciekawy efekt
zwiazany z rozwiazywaniem réwnan i uktadéw za pomoca zapomnianej metody starozyt-
nych. Majac juz zbiory trzeba koniecznie powiedzie¢ cos o aksjomatycznych wtasnosciach
prawdopodobienstwa. I na koniec oczywiscie troche geometrii.

8.1 Funkcja wielomianowa

Wielomian W (z) = a,2™ + - - - + a1z + ag, (a, # 0), traktowany ostatnio jako wyrazenie
(napis), ,przeciggamy” na teren geometrii biorac pod uwage funkcje wielomianowa y =
W (z) oraz jej wykres. Przeanalizujemy dwa aspekty:

(I) zachowanie si¢ wielomianu w nieskonczonosci
(IT) zachowanie si¢ wielomianu w poblizu pierwiastkéw

Ad I. Dla duzych x wyraz wiodacy a,x™ dominuje wszystkie pozostale wyrazy i to
on decyduje o zachowaniu si¢ wielomianu w nieskonczonosci. 7 prostej analizy znakoéw
otrzymujemy cztery przypadki

a, >0 a, <0

model model

stopien n / \

nieparzysty

o8
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a, >0 a, <0

model model

stopien n \/ /\

parzysty

Dla wielomianu nieparzystego stopnia ,modelem” jego zachowania sie w nieskonczonosci
jest funkcja liniowa, za$ dla wielomianu parzystego stopnia (dodatniego) () modelem
jest parabola.

Ad II. Zachowanie sie wielomianu w poblizu pierwiastkéw mozna réwniez wydeduko-
wac z prostej analizy znaku. Wynika z niej, ze wielomian zmienia znak dla pierwiastka
pojedynczego (nieparzystokrotnego) oraz nie zmienia znaku dla pierwiastka podwéjnego

(parzystokrotnego):
Uwaga. Jezeli krotnos¢ pier-

wiastka jest nieparzysta i wiek-

/ F\ sza od 1, nastepuje zmiana
W(z)=...(x—p)... ﬂ I\J znaku ze  stycznoscia”, np.

W(z)=...(zx—p)?... ¥ 7]2Y y = 23

x = 0 potrojny

Przyktad (R-1/8). Na rysunku przedstawiony jest wykres
pewnego wielomianu W stopnia trzeciego.

(a) Czy wielomian W jest podzielny przez wielomian
P(x) = 2% — 27 OdpowiedZ uzasadnij.

(b) Napisz wzér wielomianu W i wyznacz jego wspolezyn-
niki.

Rozwigzanie. Z rysunku odczytujemy, ze wielomian W ma

pierwiastek pojedynczy w zerze oraz pierwiastek podwdjny

dla z = 1. Zatem W(z) = ax(x — 1)?. Wynika stad tatwo
podzielnos¢ przez wielomian P:

=a(x —1) (dzielenie algebraiczne!!!)

(1) ”dodatniego”: zeby wykluczyé wielomian stopnia zero, ktéry jest stala
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Warto$é wspotezynnika a tatwo wyznaczymy odczytujac z rysunku, ze W(2) = 4, czyli
a-2(2—1)%> =4, skad a = 2. Zatem

W(z) = 2z(x — 1)* = 22(2* — 2z + 1) = 22° — 4a® + 2z

8.2 Drugi kryzys w matematyce

W nawiagzaniu do kryzysu ,niewymiernosci”, oméwionego podczas drugiego wyktadu,
warto wiedzie¢, ze matematyka przezyta drugi znacznie powazniejszy kryzys w XIX wie-
ku. Jak pamietamy kryzys ,niewymiernosci” zostal przezwyciezony dzigki geometrii.
Tymczasem w pierwszej potowie XIX w. Rosjanin f.obaczewski oraz Wegier Bolyai wy-
kryli, ze znana nam geometria euklidesowa nie jest jedyna mozliwa geometria. Udato
im si¢ skonstruowac logicznie poprawna teorie geometryczna, w ktérej nie byt speliony
piaty postulat Euklidesa.

Konieczno$é pogtebienia geometrii mozna tatwo wyjasni¢ na gruncie fizyki i astro-
nomii. Jak sprawdzamy, czy linijka jest prosta? Patrzymy! Czyli poréwnujemy krawedz
linijki z torem biegu Swiatta. Ale przeciez pole grawitacyjne zakrzywia bieg swiatta. Co
wiec ma by¢ taka linijka w kosmosie? Nie dziwi nas zatem, ze do opisu wszechswiata
jako catosci potrzebna jest inna geometria. Nalezy podkresli¢, ze geometria euklidesowa
w zupelosci wystarcza w zagadnieniach inzynierskich, nawet do lotu na Ksiezyc?.

Odkrycie, ze geometria euklidesowa nie jest jedyna mozliwa, wyzwolito proces po-
szukiwan nowego fundamentu dla gmachu matematycznego. Obecnie za fundament ma-
tematyki uwaza sie logike i teorie zbioréw (tzw. teorie mnogosci). Nie jest to fundament
doskonaty; napotkano nowe, wcze$niej nieznane trudnosci. Matematyka sformalizowala
sie i utrudnita. Proces ten ,zszedl” do szkot. Zmniejszono nacisk na geometrie. Z punktu
widzenia dydaktyki matematycznej, proces ten okazat sie niekorzystny. Teraz dazy sie
do przywrécenia roli geometrii oraz zmniejszenia formalizmow.

8.3 Dwa zdania o logice i teorii zbioréw (troche
formalizméw nie zaszkodzi)
Zdania w logice oznaczamy literami p, ¢, r, ... i przypisujemy im wartos¢ logiczng 1

(prawda) lub 0 (falsz). Najprostsze spojniki logiczne to, koniunkcja (i, A), alternatywa
(lub, V), oraz negacja (nie, nieprawda, ze, ~ ):

Pla|pAqg|pVgq

010 0 0 pl~p
01 0 1 0 1
110 0 1 17 0
111 1 1

(?) dr Jan Lachowski zwrécit mi uwage, ze poprawki w technologii GPS uwzgledniaja juz nie tylko
dylatacje czasu w obiektach szybko poruszajacych sie (szczegdlna teoria wzglednosci), ale takze zagiecie
przestrzeni i czasu w polu grawitacyjnym (ogélna teoria wzglednosci)
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Istnieje analogia pomiedzy tymi spdjnikami, a operacjami na zbiorach:

pPAgq A@B ANB  iloczyn zbioréw  (x € A) A (z € B)
pVq A%B AUB suma zbioréw (x € A)V (x € B)
~ D % A dopetnienie zbioru ~ (x € A),z ¢ A
pA(~q) A@B A— B  r6znica zbioréw (v € A) A (z ¢ B)

Najciekawszym spéjnikiem logicznym jest implikacja (jezeli. . . , to. .. ) oznaczana strzal-
kg =>. Nastepujace stwierdzenie uznamy bez watpienia za prawdziwe

ezeli n jest podzielne o n jest plqglp=yq
przez 4 parzyste 010 1
n=1 0 0 01 1
n=2 0 1 L1 1
n=4 1 1 L]o 0

Wstawiajac kolejnon = 1, n = 2 in = 4 otrzymamy wszystkie przypadki, gdy implikacja
jest prawdziwa. Implikacja jest falszywa tylko w jednym przypadku: z prawdy nie wynika
falsz (interpretacja ewangeliczna: dobro nie przynosi ztych owocow).

Za mnogosciowy odpowiednik implikacji mozna uznaé inkluzje (zawieranie). Powie-
my, ze zachodzi inkluzja A C B, jezeli implikacja + € A = x € B jest prawdziwa.
Wtedy odpowiednikiem réwnosci zbiorow A = B moze by¢ réwnowaznosé p <= q
w rachunku zdan.

8.4 Rozwigzywanie ré6wnan i ukladéw, metoda
starozytnych

Metoda starozytnych jest troche zapomniang alternatywa dla
tzw. metody réownan (uktadéw) rownowaznych. Kazde réwnanie
(uktad) moze by¢ traktowane jako stwierdzenie logiczne zalezne
od parametrow. Zbior rozwiazan jest okreslony przez te wartosci
parametrow, dla ktérych stwierdzenie jest prawdziwe. 1 1

Moéwilismy juz o tym wczesniej, traktujac to jako cos oczywistego. Na przyktad
stwierdzenie x = y opisuje w powyzszym sensie prosta w uktadzie wspotrzednych. Jezeli
dwa stwierdzenia sg potaczone prawdziwg implikacjg, np. * = y = x? = y2, to wowczas
zachodzi inkluzja Z, C Z, zbiorow réwnan

— o o3

p = q
1
0
0

— O = O
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\]
\

W metodzie przeksztalcen réwnowaznych na kazdym etapie dbamy o zachowanie réw-
nowaznosci <. Wowczas mamy pewnosé, ze zbiér rozwigzan nie zmienia sie Z; = Z =
Z3 = ... . W metodzie starozytnych zadowalamy sie¢ implikacja = (konsekwencja
logiczna) 1 wowczas mamy gwarancje inkluzji 7y C Zy C Z3 C ... w kolejnych eta-
pach rozwiazywania réwnania (uktadu). W tej metodzie wymogiem koniecznym jest
sprawdzenie!!! Bowiem podczas przeksztatcen moga pojawié¢ sie dodatkowe ,falszywe”
rozwigzania, ktore na koncu nalezy odrzucic.

Ponizsze zadanie zaczerpneliémy z Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw. Jezeli
kto$ nie zrobi sprawdzenia, nie ma szansy dosta¢ punktu za to zadanie!

Przykltad (II OMG, stop II, 13 T 2007). Wyznacz wszystkie trojki (a, b, c¢) liczb rze-
czywistych spetiajace uktad réwnan

2 12412 -9
{a+ + =23 51)

a+2b+4c =22

Rozwigzanie. Odejmujac drugie réwnanie dwa razy od pierwszego (jak na to wpasc!!!)
otrzymujemy konsekwencje logiczna

a? —2a+b* —4b+c* —8c=-21 (8.2)
Stosujac znane nam ,zwijanie” otrzymamy

(a—12 =14+ (b—-2)? -4+ (c—4)*—16 =21, czyli
(a—1)2+(1b-22+(c—4)*=0

Réwnanie to jest spelnione wytacznie przez trojke (a,b,c) = (1,2,4). Jak latwo za-
uwazy¢, trojka ta nie spetnia wyjéciowego uktadu réwnan. Zatem ten uktad nie ma
rozwigzan!

Co tu sie stalo? Oznaczmy przez Z; zbior rozwiazan uktadu (8.1) oraz przez Z,
zbiér rozwiazan réownania (8.2). Mamy Z; = @& (zbiér pusty) oraz Z, = {(1, 2, 4)}.
Zachodzi inkluzja Z; C Z5. Zbiér powiekszyt sie, gdy przeszliémy od (8.1) do (8.2).

Zadanie (R-1/10). W réwnolegtoboku ABCD przekatna DB ma dlugosé 7. Wiedzac,
ze obwod réwnolegltoboku wynosi 26, kat ABC' ma 120°, oblicz dlugosci bokow réwno-
legtoboku.
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Rozwigzanie. Kat C BB’ przylegly do kata ABC'
ma 60°. zatem kat DAB tez ma 60° jako odpo-
wiadajacy.

Oznaczmy a = |AB|, b = |AD|. Z twierdzenia
cosinusOw zastosowanego do trojkata ABC ma-

my |BD|? = a® + b? — 2abcos 60° (cos 60° = %)7

skad a®+b* —ab = 49. Ponadto z danego obwodu
mamy a + b = 13.

Zastosujmy metode starozytnych do uktadu rownan.

240 —ab=49
{a + a (8.3)

a+b=13

Podniesmy drugie rownanie do kwadratu:

a® +b* —ab =49
a? + b? + 2ab = 169

Odejmujac od drugiego pierwsze mamy 3ab = 120, wiec ab = 40. Otrzymalismy nietrud-
ny uktad

a+b=13

ab = 40 ’

ktory mozna rozwigza¢ na wiele sposobéw. Wyliczajac na przyktad b = 13 — a i wsta-
wiajac do drugiego réwnania otrzymamy a(13 — a) = 40, skad —a® + 13a — 40 = 0.
Pomnézmy dla wygody przez (—1): a®> — 13a+40 = 0. Z ,delty” mamy a = 5 lub a = 8,
czyli dostajemy dwa symetryczne rozwigzania

a=>5 b a=28
b=38 b=25

Koniecznie sprawdzamy, ze wyjsciowy uklad (8.3) jest spelniony!!! (3)

Odp. Boki majg dtugos¢ 5 i 8.

8.5 Zastosowanie teorii zbioré6w w rachunku
prawdopodobienstwa

Jezyk teorii zbiorow wykorzystywany jest do opisu zjawisk losowych. Eksperymentem
losowym jest doswiadczenie, ktére moze przebiegaé na wiele sposobéw i nie da sie z

(3) Podczas rozwiazywania stosowaliémy metode starozytnych (badali$my konsekwencje logiczne). Nie
mamy pewnosci, czy zbidr rozwigzan nie powigkszyl sie.
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gory przewidzie¢ wyniku do$wiadczenia. Np. rzut moneta lub kostka. Zbiér wszystkich
sposob6w przeprowadzenia eksperymentu oznaczamy €). Dla rzutu moneta Q2 = {O, R},
za$ dla rzutu kostka Q2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} . Podzbiory zbioru {2 nazywamy zdarzenia-
mi i oznaczamy zwykle A, B, C, ... . Wezmy zdarzenie A: wypadia parzysta liczba
oczek”. Oczywiscie A = {2, 4, 6}. Kazdemu zdarzeniu A C € przyporzadkowujemy jego
prawdopodobienistwo P(A) /liczball!/. Zadamy, aby spetnione byly whasnosci

P(A) >0,
P@) =1,
P(AUB) = P(A) + P(B) dla A, B roztagcznych (AN B = ).

Wtasnosci te nazywamy aksjomatami teorii prawdopodobienstwa. Jezeli {2 jest zbiorem
skonczonym, to przypisujac kazdemu jednoelementowemu zdarzeniu to samo prawdopo-
dobienstwo, otrzymujemy tzw. prawdopodobienstwo klasyczne

B liczba elementéw A

Pid) = liczba elementéw (2

Sposéb ten stosowalisSmy we wszystkich dotychczasowych zadaniach dotyczacych praw-
dopodobienstwa. Nie jest to jedyny sposéb okreslania prawdopodobienstwa. Mozemy
sobie wyobrazi¢, ze zdarzeniom jednoelementowym moga odpowiadaé rézne prawdopo-
dobienstwa. Np. mozna zrobi¢ takg monete, ktéra znacznie cze$ciej wskazuje orta. Takie
przypadki obejmuje podana definicja aksjomatyczna.

Przyktad (falszywa moneta). Zdarzeniami w Q = {O, R} dla rzutu moneta sa: @,£2,{0},
{R}. Przyporzadkowujac P(@) = O, P(Q) =1, P({0}) = 2, P({R}) = § otrzymamy
prawdopodobienstwo spetniajace aksjomaty:.

Zadanie (R-9/6). Wykaz, ze jesli A, B sa dowolnymi zdarze-
niami w przestrzeni €2, to

A B
P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(AN B).
Rozwigzanie. Korzystamy z aksjomatu . Mamy AU B =
AU (B — A) roztaczne, wigc P(AUB) = P(A)+ P(B—A). Z .
drugiej strony mamy sume roztaczng B = (B —A)U(ANB) 4/~ B
czyli P(B) = P(B — A) + P(AN B). Wyliczajac P(B—A) = (
P(B) — P(AN B) i wstawiajac otrzymamy N

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Przyktad (P-5/11). Niech A, B beda zdarzeniami zawartymi w przestrzeni 2. Wiedzac,
ze P(A)=042; P(B')=0,8; P(AUB) =0,5 oblicz P(ANB) i P(A— B).
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Rozwigzanie. Mamy BUB' = ), suma roztaczna, wiec P(B)+

P(B') = P(Q2) = 1oraz P(B) = 1—-P(B’) =0, 2. Korzystajac -~

Z Wzoru

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), ,

mamy 0,5 = 0,42+ 0,2 — P(AN B) skad P(AN B) = 0,12.

Nastepnie korzystamy z sumy roztacznej A = (A— B)U(ANB), otrzymamy P(A) =
P(A—B)+ P(ANB), czyli 0,42 = P(A — B) + 0,12, wiec P(A— B) =0, 3.

Przyktad (P-4/5). Sposréd liczb: 0, 1, 2, 3,4, 5, ..., 1000 wybieramy losowo jedna
liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze liczba ta podzielna jest przez 4 lub

przez 5.

Rozwigzanie. Oznaczmy

A : ,wylosowano liczbe podzielng przez 47,

B : ,wylosowano liczbe podzielng przez 5”.

Szukamy prawdopodobienstwa zdarzenia A U B. Mamy

251 201 51 401

P(AUB) = P(A) + P(B) ~ P(AN B) =~ +

1001 ' 1001 1001 1001

8.6 Zadanie z bryl (kat dwuscienny)

Zadanie (R-4/8). W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz boczna jest dwa ra-
zy wieksza od krawedzi podstawy. Oblicz cosinus kata utworzonego przez dwie sasiednie

Sciany boczne.

D

Rozwigzanie. Naszym zadaniem jest odliczenie kata dwuscien-
nego pomiedzy $cianami bocznymi. Juz samo sformutowanie
zadania sugeruje, zeby skorzysta¢ z twierdzenia cosinusow.
Z wierzchotkéw B i C podstawy prowadzimy odcinki prosto-
padte to krawedzi AD spotykajace sie w punkcie F. Odcinki te
sg réwne wysokosci $ciany bocznej poprowadzonej na ramie.
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Stosujemy tutaj klasyczna sztuczke wyznaczajac naj-
pierw wysokos¢ poprowadzong na podstawe

a\2 a?  av15
== G = - -2

a nastepnie korzystajac z wzoru na pole trojkata wy-
znaczamy wysokos¢ opuszczong na ramie

ho heo

1 1
§CLh1 = 5(2&)}12,

1 15
skad hy = 2ha, hy = Shy = ‘”{l—.

Stosujac wzor cosinusow dla tréjkata BC'E mamy

15a? 15a?
a (1 —cosa) = ¢
16

a® = h + h3 — 2h%cosa = 2h3(1 —cosa) = 2 - (1 —cosa).

18 7
Zatem 1 — cosax = —, czyli cosa = —.
5 15

8.7 Zadanie z bryt (skala podobienstwa)

Jezeli na plaszczyznie zwigkszymy dwukrotnie (trzykrot-

nie) wymiary figury, to pole zwigkszy sie czterokrotnie I:'
(dziewieciokrotnie). Dla przestrzeni obserwujemy wtedy 1 :
osmiokrotny (dwudziestosiedmiokrotny) wzrost objetosci. E

Przyklad (R-2/7). Wysokosé stozka podzielono na trzy
rowne odcinki i przez punkty podziatu poprowadzono @
1

ptaszczyzny réwnolegle do podstawy. Oblicz stosunek ob-
jetosci powstatych bryt.
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- T )

-8V

27V

Rozwigzanie. Objeto$¢ najmniejszego stoz-
ka u géry oznaczymy przez V. Ze skali po-
dobienstwa kolejne stozki beda miaty 8V
i 27V. W réznicy otrzymamy 7V oraz 19V.
Odp.1 :7 :19



WYKLAD 9

Funkcje: potegowa, wyktadnicza
I logarytmiczna

Dzisiaj mowimy duzo o funkcjach i ich wykresach, czyli akcentujemy aspekt geometrycz-
ny (analityczny). Zeby wyrazenie y = f(x) mogto by¢ traktowane jako funkcja, nalezy
wskazaé z jakiego zbioru pochodzi z. Piszemy y = f(x), x € D. Zbiér D (czasami Dy)
nazywamy dziedzina funkcji. Omawiamy funkcje wyktadnicza i logarytmiczng. Na koncu
wspominamy o wzorach Viete’a i ciggach.

9.1 Monotonicznosé¢ funkcji

Méwimy, ze funkcja y = f(x), x € D jest rosnaca (silnie, ostro), jezeli dla dowolnych
x1, x9 zachodzi implikacja 1 < o = f(x1) < f(x2). Analogicznie dla funkcji malejace;j
zachodzi implikacja

11 < 29 = f(21) > f(22) .

Generalnie w zadaniach maturalnych pozwalamy sobie na wzrokowe odczytywanie mo-
notonicznosci funkcji, chyba ze jesteSmy specjalnie proszeni o uzasadnienie.

Przyktad (funkcja liniowa). y = az + b,z € R
A A

/ . \ 4<0
a>0

e .
=

/

funckja rosngca funkcja stata funkcja malejaca

68
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Dla przyktadu zrébmy dowdd w przypadku trzecim (metoda ,tapania za teze”). Mamy
Z(zalozenie): 1y < wy oraz T(teze): f(x1) > f(x2). Zaczynamy od tezy. Z zalozen
skorzystamy po drodze. Wystarczy, ze pokazemy ujemnos¢ roznicy:

f(z9) — f(x1) = (azg +b) — (azy +b) = a(zy — 1) ,

korzystajac z zatozenia a < 0 oraz x5 — x; > 0. Iloczyn liczby ujemnej i dodatniej jest
ujemny, wiec wykazalisSmy f(z2) — f(z1) < 0, o co chodzito.

Uwaga. Funkcja f(x) = —z jest malejaca, zatem zachodzi implikacja
T < Tog —> —T1 > —T2.

W istocie mamy tu réwnowaznos¢. Jest to tzw. ,zmiana kierunku nieréwnosci”.

9.2 Potega o wykladniku catkowitym
Dla dowolnego a oraz dlan =1, 2, 3, - - - definiujemy potege

at=a-a-...-qa
—_——
n razy

Zwrbémy uwage na oczywiste wlasnosci potegowania

ata"=g-a-...-a-g-a-...-qa=a"t"
n+m
m
(an>m —a-a"- cat = an+n+---+n — g
m
(ab)" =ab-ab-...-ab=a"b"
—_—
n
Whniosek. Sprobujmy roszerzyé pojecie potegi na wyktadnik n = 0 z zachowaniem

wlasnoéci. Oznaczmy x = a°. Mamy

1 1+0

a=a = a :CLICLO

=ar, czylix:gzldlaaséo
a

Zatem |a’ = 1,a # 0|. Zauwazmy, ze dopuszczenie do rozwazan nowego wyktadnika od-
byto si¢ kosztem ograniczenia mozliwych wartosci dla a.

Uwaga. Rozumowanie przeprowadzone wyzej mozna nazywaé ,forsowaniem” wtasnosci.
Polega to na stosowaniu wtasnosci w zakresie, w ktérym nie byty wprowadzone. W ten
sposob tak jakby sama matematyka wskazuje nam mozliwe kierunki rozwoju.
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9.3 Potega ujemna

Co to moze by¢ a7 (n=1,2,3,...)
Oznaczmy x = a™" i zatézmy, ze a # 0. Mamy
0 _ aanr(fn) n

1
a"a " =d"rskad a7 =—, a#0
an

l1=a

Whiosek. 7Z powyzszego otrzymamy wzor na dzielenie poteg:
n 1
CL_ =g — =q" g™ = an—l—(—m) = an—m’ a 7é 0.
a™ a™
Przyktad (P-5/4). Rozwiaz nieréwno$¢ liniowa 812z + 271 - 11 > 2716 . 27 + 2. 9%
Rozwigzanie. Korzystamy z whasnosci:
(39) %z — (3%)1 22 > 2. (3)% — (3°)" - 11
3%y —3%.20>2.3% —11.3"
3B(r—2r)>(2-11)3"% = —9.3%2 = _32.32 = 34

38 (—2) > —3* (mnozymy przez ,—1” ze zmiang kierunku nieréwnosci)

38y < 31
34 448 _ o4 _ L 1 1
l’<@—3 =3 —y—g—l, Odp.l’<8—1,

9.4 Roéwnanie f(x) = b, pierwiastek kwadratowy

Réwnanie to mozemy rozwiazac¢ graficznie przechodzac do A

= f(x
uktadu y=/@) . Obserwujemy, gdzie prosta y = b
y=>
. , o y=f(x)
przecina wykres funkcji. Rozwigzaniem réwnania sa rzuty o
, . . , . y — b /'\
punktéw przeciecia na o$ pozioma.

NS
Przyklad (zastosowanie do pierwiastka). Patrzac na wy- : :
kres funkcji y = 22, x € R widzimy, ze réwnanie z2 = b | |
ma dwa rozwigzania dla b > 0, jedno rozwiazanie dla : :
b = 0 i nie ma rozwigzan dla b < 0. : :
¥ ¥

X2 €3

b
>

BlemmoooT2

A

=T . . - . . , .
Y Definicja. Dla b > 0 nieujemne rozwiazanie rownania
2? = b nazywamy pierwiastkiem kwadratowym liczby b i

oznaczamy \/Z_)

Jezeli b > 0, to drugim rozwigzaniem jest —v/b. Zauwazmy,
ze nieréwnoéé vb > 0 jest skutkiem umowy. Bezposrednio
z tej definicji wynika, ze (v/b)? = b.

\J

S
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: A Aby  ,zobaczy¢”  wy-

4 symetria ‘ kres pierwiastka, musimy

b 7 wzgledem b s umieécié b na osi poziome;.

W tym celu zamieniamy

by ; rolami  osie  (symetria

v b wzgledem dwusiecznej
pierwszej ¢wiartki).

Zauwazmy, ze funkcja y = v/x, x > 0 jest rosngca
A

A

y
Y

N

V1 T < a=\/x1 < /T2 (9.1)

w istocie jest to
réwnowaznosé

Y

X X2

Zadanie (R-7/5). Dla jakiej wartosci parametru m, réwnanie
|z — 1| =m? —2m +1

ma dwa pierwiastki dodatnie.

Rozwigzanie. Szkicujac wykres funkcji y = |z — 1|,
A widzimy, ze réwnanie |z — 1| = b ma doktadnie dwa
pierwiastki dodatnie, gdy
y=b 0<b<1
\ Zatem
1

- 0<m?—2m+1<1 (9.2)
T > 0<(m—-12<1 (9.3)
0<|m-1]<1 (9.4)

Metoda Zarzyckiego otrzymujemy ~ @ ~ m
Odp. m € (0,1) U (1,2). NLLLLLLGE LI g

9.5 Zbidér wartosci funkcji

Dla funkcji y = f(x), x € D, symbolem f(D) oznaczamy zbiér wartosci funkcji. Mozna
powiedzie¢, ze zbiodr ten sktada sie z tych y € R, dla ktérych istnieje rozwigzanie réwnania
f(z) = y dla x € D. Geometrycznie: zbiér wartosci jest rzutem wykresu funkeji na o$
pionows.



72 WYKELAD 9. FUNKCJE: POTEGOWA, WYKELADNICZA I LOGARYTMICZNA

Zadanie (R-3/8). Dana jest funkcja f(x) = %, gdzie z € R — {—2,2}. Wykaz, ze
-

zbiorem wartosci tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych.

Rozwigzanie. Wystarczy pokazaé, ze rownanie

x
4 — g2

=m r#21ixF# -2
ma rozwigzanie dla dowolnego m. Mamy
v =m(4— %) (9.5)

mal+z—4m =0

Dla m = 0 rozwiazaniem jest x = 0. Dla m # 0 obliczmy delte rownania kwadratowego
A=1+4m(4m) =16m* + 1.

Widzimy, ze A > 0, wiec rOwnanie ma rozwiazania dla dowolnego m.

To, ze rozwiazania musza by¢ rézne od 2 i —2 ladnie widaé z (9.5). Wstawiajac te
liczby do réwnania otrzymujemy sprzecznosé 2 = m -0 lub —2 = m - 0 dla dowolnej
wartos$ci parametru m.

9.6 Funkcja ré6znowartosciowa i funkcja odwrotna

Przypus$émy, ze funkcja y = f(z), z € D, ma taka wlasnos¢, ze dla dowolnego y € f(D)
réwnanie f(r) =y ma dokladnie jedno rozwiazanie z € D.

Wowcezas funkcje nazywamy roéznowarto$ciows.
Dla funkcji réznowartosciowej mozliwa jest naste-
pujaca konstrukcja: kazdemu y € f(D) przypo-
rzadkowujemy jedyne rozwigzanie x € D réwna-
nia f(z) = y. Takie przyporzadkowanie nazywamy
funkcja odwrotna do f. Oznaczmy ja literka g. (1)
Mamy

floy) =y dla ye f(D) (9.6a)
g(f(x))=2 dla ze€D (9.6b)

() Istnieje standardowe oznaczenie funkcji odwrotnej,
ktorego tutaj swiadomie unikamy, aby uzyskaé przejrzy-
stos¢ zapisu

Aby ,zobaczy¢” wykres funkcji odwrotnej, zmieniamy role osi i g zapisujemy jako funkcje
od x.
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9.6.1 Konstrukcja funkcji y = /=

Przyktad. Funkcja y = 2, x € R jest réznowartosciowa (mozna udowodnié, ze jest
silnie rosnaca). Zbiorem jej wartosci jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.

A A Y

y=vr

y

Y - >

Vb /

Funkcja odwrotng (zapisana od x) jest y = /x.

Uwaga. Powyzszy schemat stosujemy do konstrukeji funkeji y = @z, n = 1,2,3,....
Dla n nieparzystego y = Yz, x € R jest funkcjg odwrotng do 2™, € R, za$ dla n
parzystego y = > 0, jest funkcjg odwrotng to y = 2™, = > 0.

A
y=a"
n parzyste

A 4

\
yz{ﬁ/

y= wybieramy ,gatazke” y= <
n nieparz. .. L.

réznowartosciowa

w pierwszej ¢wiartce

9.7 Funkcja wykladnicza

Spréobujmy zdefiniowaé potege an dlan = 1,2, 3,.... Oznaczmy =z = an. ,Forsujac”
wlasnos¢ | 2 | mamy

1\" 1,
xn:<an) :a,nn:a’
1. . . , . .
zatem kandydatem na a» jest pierwiastek réwnania 2" = a, czyli {/a.

Uwaga. Dla n nieparzystych zatozenie, ze an = {/a dla a € R prowadzi do sprzecznosci.
Popatrzmy:

I
—/
—~
|
oo
S—
N
o=
I
=]
(@)
g
Il
[\]

—2= /=8 = (-8)5 = (-8)¢

(sprzecznosé)

Z tego powodu w definicji an = {/a ograniczamy sie do a > 0.
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<
I
%
S
<
I
8
Wl

/ a

\]
\]

-

Whniosek. Ustalmy a > 0. Wowczas funkcje y = a® mozemy zdefiniowaé¢ dla dowolnego
argumentu wymiernego ktadac

Uwaga. Jezeli x jest niewymierne, to mozemy przeprowadzi¢ nastepujaca konstrukcje.
Wyjasnimy ja na przykladzie 2 = /2 = 1,4142135 . .. Bierzemy cigg liczb wymiernych,
ktére daza do v/2, np.

1 1,4 1,41 1,414 1,4142 itp.
Jako a2 przyjmujemy granice ciggu
al, at = v a4, ato = 'V a'l,  itp.

Tak zdefiniowana funkcja y = a* , x € R, posiada wczesniejsze wlasnosci , . Staranne
dowody tych faktéw sa wielkg matematyczng praca, wymagajacg takze doprecyzowania

pojecia granicy. (%)

(?) Pojecie granicy zadomowilo si¢ na dobre w matematyce od czasu odkrycia rachunku réznicz-
kowego 1 catkowego przez Newtona (1643-1727) i Leibniza (1646-1716), choé¢ wczesniej frapowalo juz
starozytnych Grekéw (np. paradoks Zenona z Elei). Bardzo wiele odkryé¢ dokonano w matematyce bez
precyzyjnego pojecia granicy. Scista definicje podana w roku 1821 zawdzieczamy Cauchy’emu. Idac za
my$la A. Ploskiego, ze nauczanie matematyki powinno w jakimg$ stopniu uwzglednia¢ historyczny roz-
wdbj pojeé, mozna opieraé sie w nauczaniu na intuicyjnym pojeciu granicy tak dlugo, jak to mozliwe. To
znaczy do momentu, gdy kto$ poprosi o takie uscislenie lub wtedy, gdy chcemy dowodzié¢ prawdziwosci
twierdzen o granicach.
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9.8 Monotonicznos$¢ funkcji wyktadniczej

A A A

Y= a® Y= 1* y= a®
/ a>1 w a<l
funckja rosnaca funkcja stata funkcja malejaca

Uwaga. Zauwazmy, ze funkcja wyktadnicza przyjmuje wytacznie wartosci dodatnie. Dla
@ # 1 mamy f(D) = (0, +0)

Zadanie (R-5/11). Wiadomo, ze liczba a jest rozwiazaniem réwnania 9* + 977 = 14.
Nie obliczajac a wyznacz wartos¢ wyrazenia 3% + 37¢.

Rozwigzanie. Wiadomo, ze 9* 4 97 = 14. Oznaczmy t = 3* 4+ 3~ Mamy
= (3"+3""?=9"+2+9"" = 16,

zatem t = 4 lub t = —4. Poniewaz funkcja wyktadnicza przyjmuje tylko wartosci dodat-
nie, wiec t = 3 + 37 = 4.

Uwaga. Jezeli a # 1, to funkcja wykladnicza jest réznowartodciowa; mozna zatem
przeprowadzi¢ konstrukcje funkcji odwrotnej. Otrzymujemy w ten sposéb funkcje loga-
rytmiczna. Przeanalizujemy etapy tej konstrukeji.

A
y=a" Przy zatozeniach a > 01 a # 1 oraz b > 0, rOwnanie
b a®=b
ma jednoznaczne rozwigzanie. Rozwigzanie to oznaczamy
/ log, b i nazywamy logarytmem z liczby b przy podstawie a.
| A

log, b
1
Przyktad. Obliczmy log, 5 3= x. Mamy

1 1
(ﬁ)ng, 27 =27, Sx=-3 =6

N

Uwaga. SkorzystaliSmy tu z przejécia 2" = 272 —> 11 = 5. Jest to wlasno$¢ wszyst-
kich funkcji réznowartosciowych: f(z1) = f(z9) = 21 = x2 1 wynika z jednoznacznosci
rozwiazania réwnania f(x1) = f(z2) = y.
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9.9 Wilasnosci logarytmow

Uwaga. Zauwazmy, ze log, b jest liczba, ktora po wstawieniu do okienka w al:l = b daje
rownosc. Zatem @ a'°8«® = b; podobnie @ log, a’ = b. Jest to szczegdlny przypadek
wlasnosci (9.6a), (9.6b) funkcji odwrotnej (str. 72). Z wilasnosci tych wyprowadzamy
wtasnosci logarytméw odwotujac sie do wlasnodcei funkeji wyktadnicze;j.

@

log, (zy) = log, = + log, v, (ogdlne zatozenia a > 0, a # 1, x > 0, y > 0)

Uzasadnienie.

(L)

loga (xy) — 1Oga [alogaxalogay} — IOg [alogam-l—logay] = 10ga$+10gay

log, (#) = plogz (p € R)
Uzasadnienie.

(L)

log, (z¥) = log, [(alogax)p} = log, (a'%") "= plog, z

log, (E) = log, = — log, y & prosze sprawdzié
y

Prawo skracania: (log, b)(log, ¢) = log, ¢

Uzasadnienie. (znalezione przez studenta)

Ly

(log, b) (log, ) 2 log, [0°®¢] "="log, ¢
~——
p

log, b= ; jest to wniosek z poprzedniego, bo (log, b)(log, a) = log, a = 1.

1
log, a
log.b
log.a

C

Zmiana podstawy logarytmoéw log, b = , bo (log,a)(log, b) = log,b.

Powyzsza wtasnos¢ pozwala wyrazac¢ logarytmy o réznych podstawach jedne przez
drugie. Tradycyjnie wyrdznia sie logarytm dziesietny log o log,, = oraz logarytm

naturalny Inz & log, z, gdzie e = lim (1 + %)n = 2,7182... jest liczba Eulera.

n—0o0

Zadanie (R-3/2). Wiadomo, ze logg 2 = a. Wyznacz log,, 36 w zaleznosci od a.

Rozwigzanie.

log36  2log6 21log 6 2 2

log24  logd+1log6 2log2+logh 2122 4 T 2a+1

1Og24 36 -
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9.10 Wzory Viete’a dla tréjmianu
Jezeli trojmian ax?® + bx + ¢ ma pierwiastki x1, zo, to mozemy napisaé
ar® +br 4 c=a(r — 1) (x — z3) .
Jest to oméwiona podcezas wyktadu 7 postaé iloczynowa. Rozwijajac prawa strone
ax® + br + ¢ = ax® — a(x) + 13) + azxi Ty,
i poréwnujac wspolczynniki otrzymamy x; + xo = —— oraz x1xy = ¢
Odnotujmy jeszcze jedna wlasnos$¢ logarytmow: ¢ ¢
@) l0g(qay . = %logax bo

1 1 1
= = = —log, =
log,a? qlog,a ¢

lOg(aq) i
Zadanie (R-1/1). Suma pierwiastkéw trojmianu y = ax?® + bz + ¢ jest réwna
(log,2 v)(log,> u), gdzie u,v € Ry — {1}
Uzasadnij, ze odcieta wierzchotka paraboli bedacej wykresem trojmianu jest roéwna 3

Rozwigzanie. Mamy z (7)

1
(logu U)<logv u) = 1

1

11
log s v)(log o) = = - —
(log,z2 v)(log,2 u) .

1 b b 1
Zatem — = x1 + x5 = —— skad szukana odcieta wynosi p = —— = —.

4 a 20 8
Zadanie (R-2/6). Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym o wyrazach
dodatnich, to ciag o wyrazie ogolnym b, = log,a,, dla p > 0, p # 1, jest ciagiem
arytmetycznym.

Apy1

Rozwigzanie. Wiedzac, ze ciag a, ma staty iloraz = ¢, wystarczy pokazaé, ze ciag

b, ma stata réznice. Obliczmy "

bps1 — b =108, any1 — log, a, = log, (QZH) =log,q.

n

Czyli r = log, q.
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Uzupetnienia

Na dzisiejszym wyktadzie bedziemy starali sie poruszy¢ jak najwiecej zagadnien, ktore
nie byty jeszcze prezentowane lub wymagaja pogtebienia.

10.1 Ciagg arytmetyczny

Jest to ciag o statej réznicy a1 — a, = r (@11 = a, + 7). Wynika stad tatwa formuta
na n-ty wyraz:

ap = aq
ay=a; +r
as+r=(ag+7r)+r=a +2r

a3

ap =ay+ (n—1)r

|
| ay
s
|
|
! —
| a Waznym wzorem jest wzoér na sume S, = a; + as + - - - + ap,
| | " ktory mozemy wyprowadzi¢ za pomoca ,klockow” o jednost-
: ds kowej szerokosci. Mamy
|
a2 a + an,
ay 25, = (a1 + ap)n, skad S, = ! .

H_)

n

Zadanie (P-5/1). Ile liczb trzeba wstawi¢ miedzy 62 i 440, aby otrzymaé ciag arytme-
tyczny, ktérego suma jest rowna 20087 Wyznacz réznice ciagu.

78
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62 + 440
et A = 2008, skad 251n =

2008, n = 8. Czyli trzeba wstawi¢ 6 liczb pomiedzy. Réznice wyznaczymy ze wzoru na
n-ty wyraz: ag = a; + 7r, wiec

Rozwigzanie. Mamy a; = 62, a,, = 440, zatem S,, =

(1,8—(1,1_440—62_
T T

r = 54

10.2 Ciag geometryczny

Przyjmuje sie, dla ciggu geometrycznego, ze kazdy kolejny wyraz otrzymujemy z po-

przedniego mnozac go przez staly liczbe ¢ zwang ilorazem ciggu geometrycznego. (1)
Ant1

Czyli a,+1 = a,q. Dla ciagu geometrycznego o wyrazach niezerowych mamy
Wzér na n-ty wyraz otrzymujemy analogicznie, jak dla ciaggu arytmetycznego: !

a; = aq
Qg = a14q

az = asq = (a19)q = a1¢°

n—1
a, = a1q

Zadanie (R-5/2). Iloczyn dziewieciu kolejnych poczatkowych wyrazéw pewnego ciagu
geometrycznego wynosi 512. Oblicz piaty wyraz tego ciagu.

Rozwigzanie. Napiszmy

a; = aq
n+1 n(n+1
as = a,q 14+2+---+n= il ~n:7< 1)
2 2
as = alq2
a9 = a1q8
Mnozac stronami otrzymamy ajas...ay = alg™> 18 = al¢*. Mamy a}¢*® = 512,

zatem (a1q4)9 = 29, Pamictajac, ze pierwiastek nieparzystego stopnia jest jednoznaczny
otrzymujemy as = a,q* = 2.

*

Istnieje analogia pomiedzy ciggiem arytmetycznym i geometrycznym. To, co dla ciggu
arytmetycznego zwiazane jest z dodawaniem (odejmowaniem), dla ciagu geometryczne-
go odpowiada mnozeniu (dzieleniu). Analogia ta znalazla sw6j wyraz na poprzednim

(1) Definicja ta odzwierciedla nowa tendencje, obecna od pewnego czasu w podrecznikach szkolnych.
Starsze zrédla zaktadaja niezerowos$¢ g. Zgodnie z nowa tendencja ciag 1,0,0,... jest geometryczny
(a1 =1, ¢ = 0), a takze ciag 0,0,0,... (a1 =0, ¢ dowolna stala).
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wyktadzie (str. 77, zad R-2/6), kiedy okazalo sie, ze logarytmujac dodatni ciag geome-
tryczny otrzymujemy cigg arytmetyczny.

cigg arytmetyczny ciagg geometryczny
roznica api1 — Gy =T iloraz L — q UV:aga- POJQ‘CIi o tmagu 1ge(')_
a metrycznego jest poza tg analogia
suma a; + as + - - - + a, | iloczyn ajas...a, (nie ma odpowiednika)!
— suma

10.3 Suma ciggu geometrycznego

Pojecie to nie jest przesadnie akcentowane w aktualnie publikowanych przyktadowych
zadaniach maturalnych. Jednak dla porzadku przedstawiamy je pokrotce. Mamy

Sp=a1+ay+- +a, =0 +aqg+ g+ +aq" +ag"

Mnozac stronami przez ¢ dostajemy ¢,S, = (a1q + a1¢*> + -+ a1¢" ') + a1q", skad
qS, = S, — a1 + a1¢". Traktujac S,, jako niewiadoma obliczamy

Sn:alq =aqa q

10.1
q—1 11—q (10.1)

Wzér ten moze byé stosowany dla ¢ # 1 (dla ¢ = 1 mamy ciag staly).

Uwaga. Sztuczke z obustronnym mnozeniem (dzieleniem) przez ¢ stosujemy od czasu
gimnazjum. Na przyktad niech x = 0,2222... Mnozac obustronnie przez 10 otrzymamy

2
10z = 2,2222... = 2+ x, skad 92 = 2, x = 9 W istocie obliczylismy tutaj sume

nieskonczona
2 2 2
“~ 10 " 100 " 1000

Sume nieskorficzona za pomoca wzoru (10.1) mozemy obliczy¢, gdy |¢| < 1. Wowczas

+ ...

n—oo

lim ¢" =0, skad S = IL' Stosujac ten wzor dla liczby x otrzymamy
—q

2
_ 10
- 1
1_10

X

Uwaga. Suma nieskoniczona (podobnie jak granica i pochodna) nie jest wymagana na
maturze w roku 20009.

Zadanie (R-7/7). Wiadomo, ze ciag (a,b,1) jest ciagiem arytmetycznym, za$ ciag
(1,a,b) jest ciagiem geometrycznym. Wyznacz a i b.

Uwaga. Jedli trzy liczby 1, 29, 3 tworza ciag arytmetyczny, to zo — x; = x3 — x5 skad

1+ 23
2 )

2372 =T —|—SL’3, To =
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czyli srodkowa liczba jest srednia arytmetyczng skrajnych. Podobnie jesli trzy liczby
Y1, Y2, Y3 tworza cigg geometryczny, to

Y5 = hys , (10.2)

czyli kwadrat srodkowej jest rowny iloczynowi skrajnych. Dla ciaggu o wyrazach niezero-
wych wynika to z proporcji

v _ s
v Y2
a gdy wystepuja wyrazy zerowe, to mamy zero po obu stronach (10.2).
1
Rozwigzanie. Stosujac uwage mamy b = ot oraz a® = b, czyli 2a> —a — 1 = 0, skad
1 1
a=1luba= —5 Otrzymujemy dwa rozwiazania a = b =1, lub a = —5 b= T

10.4 O funkcjach trygonometrycznych argumentu
rzeczywistego

Podczas wyktadu 4 (str. 24) zdefiniowaliSmy funkcje trygonometryczne w tréjkacie pro-
stokatnym. Na poczatku wyktadu 5 pokazalismy jak geometria podpowiada nam sposob
uogdblniania funkcji trygonometrycznych na katy rozwarte. Wprowadzilismy tam tez wzor
(str. 35)

sin(a + ) = sina cos f + cos asin 3 (10.3)

Roéwnie elementarnie, mozna wyprowadzi¢ wzor
cos(a + ) = cosacos § — sin asin (10.4)

Wzory te, chociaz wyprowadzone dla katow ostrych, pozwalaja zdefiniowaé funkcje try-
gonometryczne dla katow dowolnych.

Przyktad.
1
sin 120° = sin 60° cos 60° 4+ cos 60° sin 60° = 2 - ? '3 = 73
2
1\° 1
cos 120° = cos 60° cos 60° — sin60°sin60° = | = | — @ = ——
2 2 2
1
sin 240° = sin 120° cos 120° 4 cos 120° sin 120° = 2 - ? . <—§) = —?

1\° V3 ’ 1
cos 240° = cos 120° cos 120° — sin 120° sin 120° = (—5) — <7> = —3

Mamy tutaj do czynienia ze zjawiskiem analogicznym, jak przy definiowaniu funkcji
wyktadniczej (wyktad 9), kiedy wlasnosci same pokazywaly nam jak rozwijaé pojecie
potegi. Tutaj obliczamy wartosci funkcji trygonometrycznych dla nowych katow.
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10.5 Miara tukowa kata

Wygodny sposoéb mierzenia kata polega na obserwacji dtugosci tuku wycinanego przez
kat z okregu o promieniu 1.

St;é)orile m1ara21ukowa yJednolity” sposob definiowania funkcji trygonometrycz-
T nych kata dowolnego mozna przedstawi¢ z wykorzysta-
180° T . . - . , .
niem miary tukowej. W uktadzie wspotrzednych umiesz-
90° /2 . ,
60° /3 czamy okrag jednostkowy o érodku (0,0). Do okregu w
. punkcie (1,0) jest styczna os ,¢” oznaczajaca kat (po-
45 m/4 dziatka, jak na OY).
30° /6 ’
) ¥
A A
(z,y)
y—p ¥
\ g
/ (1,0)

Ustalamy liczbe ¢ i ,nawijamy” o$ na okrag do momentu, gdy liczba ¢ ,dotknie” okregu.
Wowcezas przyjmujemy
def . def
cosp = x, sing =y.
Oczywiscie
def SIN ¢ cto o COS ¢

cos p’ sing

Uwaga. Rézne sposoby uogdélnienia funkcji trygonometrycznych prowadzg do tego sa-
mego rezultatu (harmonia rzeczywistosci).

(cos @, sin ) A
-

Przyklad. Postugujac sie ta interpretacja dostrze-

- gamy np. tatwo, ze

cos (—p) = cosp oraz sin(—p) = —sinp.
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Konczac ten temat, naszkicujemy wykresy y = sinx oraz y = cosx. Jezeli szkic wyko-
nujemy na papierze w kratke, wygodnie jest stosowaé biblijne przyblizenie liczby 7 &~ 3
(Druga Ksigega Kronik 4,2).

A y=sinz

&

Krzywa te nazywamy sinusoida. Przecina ona zawsze o$ pozioma pod katem 45°. W
szczegblnoscei, przechodzac przez (0,0), sinusoida jest styczna do prostej y = x. Fakt
ten, czesto wykorzystywany na fizyce, zapisujemy jako

sinz ~ x dla maltych z=.

Ponizej cosinusoida.

11\ Y|= COST

Zadanie. Wyznacz zbiér wartoéci funkcji f(r) = 5 — 2sin’z, v € R.

Rozwigzanie. Mamy —1 < sinz < 1, skad 0 < sin?z < 1. Mnozac przez (—2) dostajemy
0> —2sin®x > —2, wiec dodajac 5 widzimy, ze

5>5—2sin’z > 3.
Czyli zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (3,5).

Zadanie (R-2/8). Rozwiaz réwnanie ﬁ + cos z —2|:p| =0
x

rdlaz >0

, wiec
zdlax <0

Rozwigzanie. Musimy zalozy¢, ze x # 0. Poniewaz |z| =

—

oraz
—1ldlaz<0 2 rdlax <0

x ldlaz >0 r—|r| JO0dlaxz>0
|z] N
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Zatem dla x > 0 otrzymujemy réwnanie sprzeczne 1+ cos0 = 0, 2 = 0. Dla z < 0 mamy
—1 4+ cosz = 0, czyli cosz = 1. Z wykresu cosinusoidy odczytujemy nieskonczony ciag
rozwiazan x € {—2m, —4mw, —6m,...}.

10.6 Uzupelnienie z geometrii analitycznej

Ponizej uzasadniamy kryterium réwnolegtosci i prostopadtosdci wektoréw [a, b oraz [, d].
Wyprowadzamy réwnanie ogdlne proste;j.

10.6.1 Kryterium réwnolegtosci

Wektory sa réwnolegte jesli tworza ten sam kat z pozio-
mem. w przypadku, gdy a, b, ¢, d sa dodatnie otrzymujemy

tgo="=% ad=1e
a C

We wszystkich mozliwych pozycjach wektoréow otrzymu-
jemy to samo kryterium.

Uwaga. Wyrazenie ad—bc pojawia sie (Dodatek A.5) we wzo-

rze na pole trojkata ,rozpictego” na wektorach [a,b] i [c,d]. ¢, d]
Mamy S = 1|ad — bc|. Mozna powiedzie¢, ze wektory sa row-

nolegte doktadnie wtedy, gdy pole trojkata zeruje sie.

10.6.2 Kryterium prostopadlosci

Odgadnijmy to kryterium w szczegdlnym przypadku
przedstawionym na rysunku. Bierzemy prostopadte
wektory [a,b] 1 [¢,d], przy czym a, b, d sa dodatnie,
za$ ¢ ujemne. 7 analizy katéw otrzymujemy tga =

b_ (=9 -
b9 aafaer =0

a

Okazuje sie, ze to kryterium pozostaje stuszne we wszystkich mozliwych pozycjach wek-
torow.
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Uwaga. Stosujac powyzsze kryterium tatwo sprawdzi¢, ze ko-
lejne wektory [A, B, [-B, A], [-A, —B], [B, —A4] sa do siebie
prostopadte.

10.6.3 Roéwnanie ogdlne prostej

Stosujac kryterium prostopadtosci mozemy tatwo znalezé réwnanie prostej prostopadiej
do wektora [A, B], przechodzacej przez punkt Py(zo, yo)-

Zauwazmy, ze punkt P(z,y) lezy na prostej doktadnie wtedy,

gdy wektory [A, B] oraz ﬁ’ = [x — x0,y — Yo sa prostopadte.
[A, B| Stosujac kryterium otrzymujemy
S~< A(x — x9) + B(y — yo) = 0. (10.5)
Fo(o, o) Jest to wazny wzér. Rozwijajac
P(:U,y)\\\ Az + By + (—Axg — Byp) =0
c

otrzymujemy tzw. ogélne rOwnanie prostej
Az + By+C =0, (10.6)
ktore pojawito sie podczas wyktadu 2 (str. 14).

Whniosek. Wektor [A,B] jest zawsze prostopadly do prostej o réwnaniu (10.6).

1
Przyktad. Niech y = §x+7 bedzie prosta. Mnozac przez 3 i przenoszac na jedna strone
otrzymamy —x + 3y — 21 = 0. Zatem wektor [—1, 3] jest prostopadly do prostej.

Przyktad. Rozwiazmy innym sposobem zadanie P-3/8 (wyktad 3, str. 20).
Zadanie (P-3/8). Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koncach A(—2, —3) 1 B(10, 3).

Rozwigzanie. Szukamy prostej prostopadtej do wektora AB = [12, 6] przechodzacej przez

—9241 _
10 _ 41y, = S5 0; S(4,0) (Dodatek A.4).

Z réwnania (10.5) mamy 12(x —4) +6(y —0) =0 skad y = —22 + 8.

srodek odcinka S. Mamy z, =
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10.6.4 Odleglosé punktu od prostej

Zaprezentowane pojecia pozwalaja stosunkowo tatwo wprowadzi¢ wzor na odlegtosé d
punktu P;(z1,y;) od prostej Ax + By + C = 0 zapisanej w postaci ogélnej.

Pi(x1,y1) Obieramy na prostej dowolny punkt Py(xg,yo) tak
jak w (10.5). Obr6cony o 90° wektor [A, B] (wynik
[x1 — 20,91 — ] [~B, A]) zaczepiony w punkcie P, jest podstawa troj-

kata, ktorego wysokos¢ jest rowna szukanej odlegto-
sci. Dhugo$é podstawy wynosi a = v A% + B2. Mamy

S = —ad, wi
2a,w1(@c

25 2 1
dzﬂfzvﬁﬁi§5muh_m0+3wr_%m
|ASL’1 + Byl + C|

VAZ+B?

Zadanie (R-4/4). Dany jest okrag o réwnaniu 22 + y? — 22 + 6y + 5 = 0.

Po(z0,yo)

skad d =

(a) Napisz réwnania stycznych do danego okregu, prostopadtych do prostej o réwnaniu
x—2y=0.

(b) Oblicz pole tréjkata ABS, gdzie A, B sa punktami przeciecia sie stycznych z prosta
o rownaniu 3z —y + 4 = 0, zas S jest srodkiem okregu.

2,1]

Rozwigzanie.

(=12 =14 (y+3*-9+5=0

(z—1)24(y+3)2=5 drodek (1,—3) promiei 7=+/5.
[17 _2]

Wektorem prostopadltym do prostej z — 2y = 0 jest [1, —2].
Obracajac o 90° otrzymujemy [2, 1]. Prosta styczna jest pro-
stopadta do wektora [2, 1], czyli ma réwnanie 22+ y +m = 0.
Stycznos$¢ uzyskamy wowczas, gdy odlegtosé punktu (1, —3)
od stycznej bedzie rowna promieniowi. Zatem

2-14(=3)+m|
Careml _ s

|lm —1| =5, m = —4lub m = 6.

Py I ! I ! ! R
T T >

43210123456
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Otrzymujemy réwnania stycznych 2x +y —4 = 0 oraz 2x +y + 6 = 0. Punkty Ai B
wyznaczymy rozwigzujac uktady réwnan

(0,4)
dr—y+4=0 dr—y+4=0 |
2e+y—4=0 20 +y+6=0 (2, 6]

x =0 r=—2
y=1 y=-2 (~2,-2)

Pole trojkata = 136 — (—1) - 2| = 10 cm?.

10.7 Przykltad trudniejszej nier6wnosci z wartoscig
bezwzgledng

Zadanie (R-4/9). Wyznacz algebraicznie zbiér tych wszystkich punktéw osi liczbowej,
ktorych suma odlegtosci od punktéw —3 oraz —1 jest mniejsza od 5.

Rozwigzanie. Niech z oznacza wspotrzedna szukanego punktu. Stosujac wzoér na odle-
glosé punktéw na osi liczbowej (str. 17, wyktad 3) otrzymamy nieréwnosé

|z + 3|+ |z + 1] < 5.

Najbardziej klasyczny sposéb rozwiazania takiej nieréwnosci, to sprawdzenie przypad-
kéw. Przypadki te wynikaja ze sposobu interpretacji wyrazen

43 x + 3, gdyz+32>20 < x> -3
€T =

—(z+3), gdyr+3<0 <= < -3

=+ 1| r+1, gdyz+120 <= x> —1
€T =

—(z+1), gdyz+1<0 <= z< -1

Oznaczmy A = (—3,400) oraz B = (—1,4+00). Mamy tutaj dwa podzialty prostej R =
AUA oraz R = BU B, ktére ,generuja” podzial ,drobniejszy” na AN B = (—1,4+00),
ANB =(=-3,-1), ANB = (—00,—-3), AN B’ = @. Efekt jest taki sam, jakby$my
podzielili 0§ liczbowa na trzy zbiory za pomocg liczb —3 oraz —1. Obszary te zazwyczaj
numerujemy od lewej: (1) =z < =3, @ -3 <z < —1, ) 2 > —1. Nieréwnosé
rozwiazujemy w kazdym z obszaroOw pamietajac, ze otrzymane rozwigzania przecinamy
z obszarem, a nastepnie sumujemy rozwigzania z poszczegdlnych obszardw:

1) =< -3

1
—(z+3)+[-(z+1)] <5, —-2x<9, z> —45,
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1
wiec w obszarze —45 <z <=3,

2 -3<zr<-1
r+3+[—(zr+1)] <5, 2<5

prawda; wchodzi caty obszar —3 <z < —1,

B =>-1

1
r+3+x+1<bH, 2zx<1, IL‘<§,

wiec w obszarze —1 < x <

N | —

11
Sumujac po obszarach otrzymujemy: Odp. = € <—4§, 5)



DODATEK A

Dowody i wyprowadzenia samodzielne

Ten dodatek to propozycja samodzielnego przeprowadzenia dowodéw dwoch twierdzen
oraz wyprowadzenia trzech wzoréw w formie samodzielnych ¢wiczen.

A.1 Dowdd Twierdzenia Talesa

Ponizej przeprowadzasz dowod wedtug podpowiedzi s. Inez Katarzyny Kasperczyk.
Zacznij od dwoch ¢wiczen przygotowawczych.

Zadanie (1). Dane sa dwa trojkaty o wspélnej podstawie takie, ze prosta przechodzaca
przez ich wierzchotki jest réwnolegta do wspolnej podstawy. Udowodnij, ze trojkaty te
maja rowne pola.

Zadanie (2). Dane sa dwa tréjkaty o wspélnym wierzchotku, ktérych podstawy sa
przylegajacymi do siebie odcinkami lezacymi na jednej prostej nieprzechodzacej przez
wspolny wierzchotek. Udowodnij, ze proporcja dtugosci podstaw trojkatéow jest rowna
proporcji ich pol.

Chcesz udowodnié

Twierdzenie (Talesa). Proste réwnolegle
odcinaja na dwoch przecinajacych si¢ pro-
stych proporcjonalne odcinki

|OA| B |OA'|
|AB|  |A'B/|

@)

Etap I
Korzystajac z zadania (1) uzasadnij, ze pola trojkatow ABA’ i AB'A’ sa rowne.

89
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Etap II

Korzystajac z zadania (II) uzasadnij proporcje

|OA|  pole OAA

|OA']  pole OAA

|AB|  pole ABA/ oraz |A’B'|  pole AB’'A"
Etap III
Uzasadnij rownos¢ proporcji
|OA|  |OA|
|AB|  |A'B'| "

A.2 Twierdzenie o kacie wpisanym i sSrodkowym

(2\

2

Orzeka ono, ze kat srodkowy jest dwa razy
wiekszy od kata wpisanego opartego na tym
samym tuku.

Przeprowadz dowod twierdzenia w czterech etapach.

C

Etap I

Rozwaz przypadek, gdy jedno z ramion ka-
ta wpisanego jest srednicg okregu. Traktujac
kat AC' B jako dany (oznacz go przez ), wy-
znacz kat AO B korzystajac z rownoramien-

nosci tréjkatow AOB i AOC.

Etap II

Sprawdz przypadek, gdy srodek okregu le-
zy we wnetrzu kata wpisanego. Oznacz kat
ACB przez a. Cheesz wykazaé, ze kat AOB
jest dwa razy wiekszy. Skorzystaj z wiedzy
zdobytej w etapie I. W tym celu poprowadz
prosta C'O do przeciecia z okregiem w punk-
cie D. Oznacz kat ACD przez o, za$ kat
DCB przez o'. Masz o« = o + o”. Sko-
rzystaj dwa razy z poprzednio rozwazanego
przypadku.
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Etap I1I. Mozesz teraz tatwo wykazac, ze kat oparty na srednicy jest prosty korzystajac
z etapu II.

C

@]
o U2 b

Zwr6é uwage, ze srodek okregu lezy we wnetrzu kata wpisanego ACB. Wiedzac ile
wynosi kat AOB, wyznacz kat AC'B.

Etap IV
Zaloz teraz, ze srodek okregu lezy na zewnatrz kata wpisanego. Ten przypadek rozni sie
istotnie od wczesniejszych.

Ae— N\ C

Znowu chcesz pokazaé, ze kat AOB jest dwa razy wiekszy od kata AC'B. Mozesz sko-
rzysta¢ z wnioskow uzyskanych we wczesniejszych etapach. Oznacz kat AC'B przez «.
Przedtuz prosta BO do przeciecia z okregiem w punkcie D. Srodek okregu lezy we wne-
trzu kata AC'D. Wyznaczaj kolejno katy: BCD, ACD, AOD, AOB.

A.3 Wyprowadzenie wzoru cosinusow
Dane sg dwa odcinki o dtugosciach a i b

tworzace kat a. Chcemy obliczy¢ dtugosé
x odcinka lezacego naprzeciw kata .
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Jezeli a jest katem prostym, to wiemy z twierdzenia Pitagorasa, ze 2 = a?+b%. Bedziemy
nasladowac¢ rozumowanie z punktu 5.1. Przystepujac do wyprowadzenia wzoru cosinusow
zaktadamy, ze umiemy okreslaé cosinus tylko dla kata ostrego.

Etap I

\ Zaloz, ze « jest katem ostrym. Traktujac

\
|
|
} a,b, a jako znane, wylicz kolejno: h (sko-
|

\

h ‘ \\x rzystaj z sin ), p (skorzystaj z cos ), oraz
| \ x? (skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa).
| N Sprowadz wyrazenie do mozliwie prostej

p (=P postaci.

a

Etap II Zaproponuj wartosé¢ cos 90.

Etap III
Rozwaz przypadek, gdy « jest katem rozwartym (90 < o < 180). Wtedy kat 8 = 180 — «
jest ostry. Podobnie, jak w pierwszym etapie, wyznacz z* na podstawie a, b, cos(180 — ).

Etap IV Zaproponuj formute na cos(180 — «), aby uzyskaé jednolity wzér cosinusow.

Etap V Zaproponuj wartosci dla cos0 i cos 180.

A.4 Wyprowadzenie wzoru na srodek odcinka

B Wyprowadz wzér na srodek odcinka o kon-
cach A(zy,y1) 1 B, y2):
(I) znajdz wspotrzedne wektora AB ,

(IT) Wyznacz wspotrzedne srodka korzy-
—
stajac z formulty S = A + %AB.
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A.5 Pole tréjkata rozpietego na wektorach [a, ],
¢, d]

Chcesz wyprowadzi¢ wzor

1
S = §|ad—bc| :

[a,b]

Etap I. Oblicz pole trojkata rozpietego na punktach (0, 0), (a, b), (¢, d). Traktujac a, b, ¢, d
jak znane oblicz pole prostokata o bokach rownoleglych do osi uktadu, obejmujacego ba-
dany tréjkat. Odejmij pola figur nadmiarowych. Rozwaz przypadki:

(1) 0<e<ail<b<d,

(2) 0<a<ci0<b<dipunkt (a,b) lezy ponad prosta taczaca (0,0) i (¢, d).

4 (c,d) 4 (c,d)
]
|
P Ps i "
P3 (a7b !
P
P P,
(a,b) P
Py
(0,0) - (0,0) -

(1) (2)

Uwaga. Powyzsze dwie sytuacje nie obejmujg wszystkich mozliwosci. Pozostate przy-
padki sprawdza sie analogicznie.

Etap II. Wyprowadz wzér na pole trojkata rozpietego na wektorach [a, b] i [¢, d]. Przenie$
poczatek uktadu do punktu, z ktérego wychodza wektory i skorzystaj z poprzedniego
etapu.



94 DODATEK A. DOWODY I WYPROWADZENIA SAMODZIELNE

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Materialy pomocnicze z matematyki dla studentéw I roku Politechniki Swietokrzyskiej
opracowane w ramach projektu ,,Program Rozwojowy Potencjalu Dydaktycznego
Politechniki Swietokrzyskiej w Kielcach: ksztalcenie na miare sukcesu”
Program Operacyjny Kapital Ludzki, Poddzialanie 4.1.1,

Zadanie 6 - Fakultatywne zajecia wyréwnawcze z matematyki i fizyki
dla studentéw I roku 4 wydziatéw PSk
Umowa Nr: UDA-POKIL.04.01.01-00-175/08-02

Opracowal:

dr Andrzej Lenarcik





